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Esta cartilha expoe brevemente o Lema de Zorn para uso cotidiano. E um resultado muito ttil,
pois substitui calculos técnicos envolvendo indugao transfinita.

Definigoes e enunciado. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma relagdo binaria < em X é uma
relagio de ordem (parcial) em X e diz-se que X é um conjunto (parcialmente) ordenado (por <) se,
para quaisquer z,y, 2z € X, valem estas propriedades: z < z;sex <yey < xentdoxr =y;sex <y
ey < zentao x < z. O exemplo mais comum de ordem parcial é a de inclusao C em uma familia
qualquer de conjuntos.

Um elemento © € X é um limitante superior, cota superior ou majorante de um subconjunto
S C X se, para todo s € S, vale s < z.

Um subconjunto C' C X é uma cadeia ou esta linearmente ordenado ou totalmente ordenado por
< se, para todos a,b € C, verifica-se que a < b ou b < a.

Um elemento x € X é um elemento mazimal de X se nao existe y € X distinto de = tal que = < y.

O Lema de Zorn enuncia-se: “Se toda cadeia de X tem um limitante superior (diz-se que X é
indutivo ou indutivamente ordenado), entdao X tem um elemento maximal.”

O exemplo classico. Apliquemos o Lema de Zorn para mostrar que todo espago vetorial tem uma
base, isto é, um subconjunto linearmente independente de vetores que o gera.
Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Lembramos que um conjunto P de vetores gera V se,

para todo v € V, existem n € IN7$O, v1,...,0, € Peay,...,a, € K taisque v =ajv1+...+anv,. Um
conjunto qualquer Q) de vetores é linearmente independente se todo subconjunto finito de @ o for, ou
seja, se, para todos n € N7, vy, ..., v, € Q distintos e a1, . ..,a, € K tais que ajv1 + ... + apvn = 0,
tem-se de fato que a; = ... =a, = 0.

Seja X a familia de todos os conjuntos linearmente independentes de V. Verifica-se que () € X, de
modo que X # (). Vemos que X é ordenado pela relacao de inclusao C.

Suponha que C' é uma cadeia em X. Entao podemos considerar o conjunto de vetores P = | JC =
{v eV |existe Py € C com v € Py}. Mostremos que P € X. Suponha vy,...,v, € P distintos e
ai,...,an € K tais que aijv; + ...+ anv, = 0. Entao existem Pi,..., P, € C tais que v; € Py,...,
vp € P,. Como C é uma cadeia, existe 1 < 7 < n tal que vq,...,v, € P;. Como P, € X, conclui-se
que a; = ... = a, = 0. Assim, P é um conjunto linearmente independente. E claro que, se Py € C,
entao Py C P, de modo que P é um limitante superior da cadeia C.

Pelo Lema de Zorn, X tem um elemento maximal B. Como B € X, sabe-se que B é linearmente
independente. Mostremos que B gera V. Suponha que v € V nao pode ser escrito como combinacao
linear (finita) de elementos de B; em particular, v ¢ B. Entao BU{v} é linearmente independente. De
fato, suponha vy, ...,v, € B distintos e a1,...,a,,a € K tais que aqv1+...+apv,+av =0. Sea =0,
entao ajvy + ...+ ayv, = 0,donde a =a; = ... =a, =0. Se a # 0, entdao v = — vy — ... — %2y,
contradizendo nossa hipotese sobre v. Assim, BU {v} € X, mas B C B U {v}; como a inclusao é
prépria, B nao pode ser maximal, contradigao.

Demonstracao do Lema. Esta demonstragao, infelizmente, é técnica.

Suponha que X nao tenha um elemento maximal. Assim, dado xz € X, existe y € X distinto de
x e satisfazendo x < y. Escreveremos simplesmente z < y. Fixe xo € X e, por indugao, construa
uma seqiiéncia o < x1 < x2 < ... Note que a cadeia {x, | n € N} tem, por hipotese, um limitante
superior z,,. Como os elementos z,, sdo todos distintos, vemos que zg < 11 < Tg < ... < T,. Se X é
finito, ja obtivemos uma contradigao.

Prosseguindo por indugao transfinita, com o Axioma da Escolha e o Teorema da Recursao obtemos
uma cadeia de elementos distintos z5 € X para § < a ordinal arbitrario. Se o é um cardinal maior
que o de X, novamente caimos em contradicao.

Sugestoes sao bem-vindas. Mande-as para vinicius @ufabc.edu.br. Queremos manter essa
cartilha o mais simples possivel.



