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O que usaremos da Légica Matematica

Faremos uso de uma percepcio fundamental:

A prépria escrita da Matemdtica pode ser vista como um
objeto matemadtico e estudada e utilizada como tal.

Mais especificamente, trataremos as propriedades, chamadas férmu-
las na terminologia técnica, como objetos.



Primeiramente, no plano euclidiano 7, se ¢(x), ¥(x) sdo proprieda-
des que um ponto x pode ou n3o ter, entdo elas definem Jugares
geométricos

A={xen|$(x)} e B={xen|9(x)}
de modo que:
» AUB={xem|¢(x)Vi(x)}
» ANB={xem|¢(x)Ap(x)};
» Ax B={(x,y) e | ¢(x)A9p(y)}.

Em geral, dizemos que A, B sdo conjuntos definiveis.



O modo como as férmulas s3o definidas impacta seu préprio com-
portamento, entdo isso precisa ser explicitado:

» |b6gicas com ou sem quantificadores, limitados ou ndo,
» de primeira ordem ou de ordem superior,
» finitarias ou n3o...

Usaremos a Iogica cldssica de primeira ordem e focaremos na teoria
dos modelos dessa ldgica.



Atencao

>

>

“Teoria dos Modelos” nao é modelagem matematica!

Para trabalhar a teoria propriamente, sdo necessarios mais co-
nhecimentos de Ldgica e Teoria dos Conjuntos e do campo de
interesse.

Os teoremas utilizados aqui e a aplicacdo dos paradigmas dis-
cutidos n3o sdo trivialidades.

Porém, esse estudo pode ser conduzido naturalmente ao longo
de toda a formacgdo académica.

Ent3o, vamos comegar!...



Paralelo com a Geometria Algébrica

Como usual, seja k um corpo algebricamente fechado.
Trabalharemos no espago afim A" (que é k").

Ent3o, aprendemos que:
» {(x,y) € A% | 3x%2 —8y3 +2x5y =0} é uma curva;
» A" tem a topologia de Zariski cujos fechados sao
Z(S)={xe A" | (VfeS)f(x)=0}, SCk[tr, ..., tn];

» com ela, A" é compacto, mas n3o Hausdorff;



» A" pode ser generalizado via

Sp, = Spec(k[t1, ..., ta]) = {ideais primos de k|[t1, ...,

com fechados
V(I)={PeSp,|IC P}, Iideal de k[t
» Sp, é compacto, mas ndo Hausdorff;

» e a histéria continua...



Esse desenvolvimento pode ser relido com as ferramentas
da Ldgica...

Primeiro, {(x,y) € A? | 3x2 — 8y3 +2x% = 0} é um lugar geo-
métrico (conjunto definivel)

{(x.y) € K| ¢(x,y)}.

Afinal, é isso que se espera de uma curva.

Porém, haveria conjuntos definiveis que escapam ao interesse da
Geometria Algébrica?



N&o: os conjuntos definiveis sdo justamente os construtiveis (com-
binagdes booleanas de fechados).

De fato:

Tarski Na linguagem dos anéis e para um corpo algebricamente
fechado, toda ¢ pode ser reescrita sem quantificadores.

Esse enunciado, por sua vez, corresponde a:

Chevalley Projecbes de conjuntos construtiveis sao construtiveis.



Agora, vamos generalizar Sp,,:

(12) As classes de equivaléncia das férmulas com varidveis livres t1,
..., tp constituem uma dlgebra de Boole B,,, que corresponde
a dos definiveis em k.

(22) Os ultrafiltros de B, sdo identificados com os n-tipos (com-
pletos), isto é, os conjuntos dessas férmulas simultaneamente
consistentes e completos (maximais).

(32) O espaco desses tipos é S, (ou seja, o espaco de Stone de B,,).



(4°) A topologia (devida a Stone) de S, tem uma base de abertos-
fechados da forma

O(¢) ={peSaldcp}
Sp é interessante porque...

» é compacto e Hausdorff;

> estd definido para muitas outras teorias, afora a Geometria Al-
gébrica.



Na Geometria Algébrica Real

Ao permitirmos a ordem na linguagem, entramos no campo dos
corpos real-fechados e dos conjuntos semialgébricos:

» Ha eliminacdo de quantificadores, também de Tarski, que cor-
responde ao Teorema de Seidenberg.

» A teoria é ordem-minimal: todos os definiveis na reta s3o unides
finitarias de intervalos.

Algumas expansoes mais ricas da linguagem também s3ao o-mi-
nimais, outras ndo, outras ainda em aberto.

» Isso restringe os conjuntos definiveis no plano e no espaco, pelas
projecoes: sao decomponiveis em células...



Limitantes uniformes

O fato do espaco de Stone ser compacto tem uma importante re-
formulac3o:

Se ¢ <> Vicr ¢i, entdo ¢ < (¢iy V...V ¢;,) para algum n
finitoe iy, ..., ip € 1.

Por exemplo, depois de algumas passagens:

De Bruijn—Erd6s Se todos os subgrafos finitos de um grafo G sdo
k-cromaticos, entdo G todo é k-cromatico.



Cuidados com o enunciado
» Neste momento, \/,-E[ ¢; é uma abreviatura, ndo uma férmula.

» Ademais, como cada férmula define um conjunto, isso significa
que lugares geométricos sdo compactos (na topologia de Stone,
ndo necessariamente na euclidiana).

Porém, um circulo é uma unido de pontos, cada qual também
é um lugar geométrico:

(3,5) € definido por ¢(x,y): (x =3) A (y =5),
mas o circulo ndo é uma unido de um ndmero finito de pontos...

E agora?



Néo esqueca que a linguagem precisa ser bem determinada.
O ponto acima sé foi definido porque suas coordenadas
foram usadas como parametros.

O conjunto indice I em ¢ <+ \/;; ¢; ndo pode depender do universo
de pontos: deve ser o mesmo onde quer que leiamos a equivaléncia.



Nosso interesse estd em dois enunciados da introducdo de Dries;
Schmidt (1984):

Primeiro, suponha que F é um corpo qualquer e

fofi,... fm€ Flty,... ty]

com todos os graus limitados por d.

Sefe(f,...,fn), entdo f = hifi + ...+ hyfy, para alguns h; em
Flt1, ..., tn], por definicdo.

Os h; podem ser tomados com grau limitado por algum N que, em
principio, dependeria de m, n, f, f; e o préprio F...

.. mas depende apenas de d e n: N = N(d, n).



Suponha agora

com todos grau(f;) < d.

Também existe um limitante L de modo que (fi, ..., fm)
é primo (ou todo o anel) se jd acontece que,

para grau(g), grau(h) < L,

Novamente, L poderia depender de m, n, f; e o préprio F...

.. mas depende apenas de d e n: L = L(d, n).



Um formalismo para a Andlise

No inicio do Calculo, varias deducdes faziam uso de infinitésimos e
grandezas infinitamente grandes.

» Isso ndo era uma novidade per se, porque os niimeros (racionais,
negativos, reais, complexos) foram aceitos e compreendidos aos
poucos...

> ... mas a axiomatica dos infinitésimos era mais dificil de (1) for-
mular e (2) realizar.

Aos poucos, toda a Andlise foi formalizada dentro de IR, sem recurso
a esses novos nlimeros.



Enquanto a Andlise era sistematizada assim, a Algebra passou a
considerar novas estruturas. Desse modo, é perfeitamente natural
falar de um corpo ndo arquimediano.

Exemplo
No corpo R(t) das fung¢des racionais, impor
t > a para todo a € R
define uma dnica ordem...
» compativel com as operagdes do corpo;
» que estende a ordem natural em R.

Essa ordem é chamada “que manda t ao infinito” e transforma 1/t
em um infinitésimo (verifique).



N3o é possivel construir o Célculo a partir de R(t), porque este
corpo n3o é extensdo elementar de IR (como definiremos a seguir).

Porém, isso indica que a Matematica contemporanea permite “for-
mular e realizar” uma Anélise Ndo Padrdo rigorosamente.

Abraham Robinson construiu essa formulacdo, encapsulando todo o
ferramental necessario e a superestrutura dentro da teoria.

Aqui, usaremos um “atalho” especificamos a linguagem
de antemdio, identificando todas as operacdes, funcoes,
relacbes e “objetos” de que precisaremos.



A partir da estrutura base A (R com as interpretacdes naturais de
todos os “objetos”), construimos uma extensdo elementar A*...

A* inclui A e, para qualquer férmula ¢ na linguagem es-
pecificada e pardmetros a, b, ... em A,

#(a, b,...) em A* se e somente se $(a, b,...) em A.

... com a saturag3o (isto é, a capacidade de resolver sistemas infinitos
de propriedades) desejada ou outras metapropriedades.

(Obs.: escrevemos X* em vez de *X que € tradicional na formulagdo
robinsoniana.)



Agora, em IR, sabemos que o sistema abaixo é finitamente possivel,
isto é, qualquer subsistema finito é possivel:

x>1
x> 2
x> 3

Se IR* resolver sistemas enumerdveis finitamente possiveis, como

esse, entdo conterd “grandezas infinitamente grandes”.

(Logo, o Axioma do Supremo nio € exprimivel na linguagem dada.)



Aplicacao em Algebra
Considere o grupo aditivo (Q, 0, +, —):
» é divisivel, isto ¢, (Va € Q)(Vn € N*O)(3b€ Q) n- b= a;
» ndo é finitamente gerado;
» mas todo conjunto finito de elementos tem um gerador comum:

P1 Pn
———— gera —,...,—.
qi---Gn q dn

Suponha que precisemos de um “gerador” para todo Q...



Conseguiremos um assim:

(12) Tome uma fungdo f: IN — IN tal que m | f(n) para todos
n > m > 0. Podem ser: f(n) = n!, f(n) = mmc(1,...,n) etc.

(22) Na linguagem, inclua IN (mais geral, embora N C Q), sua aco
sobre Q e f, assim: A= (Q,0,+,—,IN, -, f).

(32) Obtenha A* = (Q*, 0%, +*, —*, IN*, .*, f*).



(4°) Tome N € IN* ~. IN: mostra-se que N > g para todo g € N,
logo, podemos calcular £*(N)/q em IN*.

(52) Tome em Q*: esse serd nosso “gerador”.

1
f*(N)
De fato, dados p, g € IN7?, tome K = p f*(N)/q em IN*.

p

Entdo K -* = —.
f*x(N) q
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