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Introducao

Tépicos

» Agradecimentos e fontes principais.

» Corpos e espacos em geral.
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Contexto matematico

Em muitos aspectos, esta matéria da continuidade a Geometria Ana-
litica.

L4, trabalhamos com vetores em IR? ou IR3 e os nlimeros reais eram
escalares.

Aqui, faremos duas inovagdes:
> usaremos um corpo de escalares K;
> trabalharemos em um espaco euclideano IK".

Vejamos o que isso significa. . .
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Entenda IK como um curinga que pode ser tanto IR ou C ou ocasi-
onalmente Q, mas sempre o mesmo.

O que hd de comum entre esses corpos é que:
» sabemos somar, subtrair, multiplicar e dividir seus elementos,

» obtendo resultados que também s3o elementos dos mesmos cor-
pos

> e essas operacdes tém as propriedades habituais (e.g:; ab = ba).

Outros corpos podem ser especificados, mas n3o detalharemos essa
teoria aqui.
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O espaco euclideano IK" é o conjunto das n-uplas

x = (X1, X254+ . ., Xp) com cada x; € K.
Conyvencoes:
» Dado x, suas componentes s3o X1, X2, . , Xp.
» Dados escalares x1, x2, ..., x,, formamos o vetor x.

» Podemos usar também x = (x,y, z, .. .) etc., especialmente em
exemplos e exercicios praticos.

» Para uma matriz A, usamos a;; em vez de A;; para evitar con-
fus3o escolar.
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n > 3 para qué?

v

Novas dimensées em fisica;

v

dados amostrais ou populacionais;

v

coeficientes de polindmios ou fungdes a estimar;

v

? decomposi¢do de ondas, como em 7 ax cos(2mkt);

v

insumos diversos a otimizar. ..
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Cuidados com notacao

Vetores também podem ser indexados: serd o caso da base candnica
dos vetores e;, que n3o sao “componentes” de um “vetor e”.

Usamos letras gregas ou latinas para identificar escalares.

N3o usamos flechas, barras ou negrito para identificar vetores. (a
em vez de 3, 3 (alguns autores), a.)
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Matrizes

Topicos

» Revisdo das operacoes basicas.
> Rela¢do com sistemas.

> Escalonamento e elimina¢do gaussiana.
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Revisao

Vocé ja sabe:
> 0 que s3o matrizes?
» como somar matrizes?
» como multiplicar matrizes?

> por que a soma e o produto sdo definidos assim?
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Uma rede de lojas recolhe, ao final do més, uma planilha de cada
filial, com o nimero de pecas vendidas de cada artigo (por linha)
em cada dia do més (coluna).

Como se obtém a planilha das vendas realizadas por toda a rede?
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Uma confeccao tem duas planilhas:

Uma contém a quantidade produzida de cada modelo de peca de
roupa (por coluna) em cada més (linha).

Outra contém as quantidades de botdes, ziperes, linhas, tecidos (co-
lunas) utilizadas em cada pega (por linha).

Como se obtém a planilha dos totais de materiais utilizados a cada
més?
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Notacao

O conjunto de matrizes.com m linhas e n colunas cujas entradas
estdo todas em KK é indicado

Mmxn(K).

Kan

Alguns autores escrevem | , J& que essas matrizes consistem de

mn escalares que podem ser rearranjados como vetores.

Na matriz A, sua entrada na j-ésima linha e j-ésima coluna é iden-
tificada como Aj;.
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Vetores de IK" s3o geralmente vistos como matrizes linha ou coluna.

Na matriz

» entradas n3o identificadas s3o O;

» entradas identificadas com * s3o qualquer escalar, inclusive 0,
e podem ser distintas entre si.
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Comparagoes entre matrizes

Suponha A, B. € Mpxn(IK) (podem ser vetores também). Dizemos:

» A< Bse Aj < Bjjparacada i, j;
» A> B se Aj > Bjj para cada i, j;

» A>0se Aj > 0 para cada /,; etc.

Esse procedimento “entrada‘a entrada” serd muito utilizado.
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Sistemas lineares e representacao
Lembre que existem trés tipos de sistema:

SPD: “Sistema Possivel (ou consistente ou compativel) e De-
terminado’; tem uma solucdo e ela é Unica.

SPI: “Sistema Possivel e Indeterminado”; tem mais de uma
solucdo.

Sl: “Sistema Impossivel (ou inconsistente ou incompati-
vel)”; ndo tem solugdo.

Lembre que uma solugdo consiste de um valor para cada incégnita
escalar, ou seja, é um vetor.
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Considere por exemplo:

5x -3y +2z=4 5x —3y+2z=17
2x — z=1 e 2x — z=3i
—x+ y+ z=1 —x+4+ y+ z=0

Os lados esquerdos s3o as mesmas combinagdes de x,y, z.

Os dois sistemas sdo simultaneamente representados pela matriz:

12 equacao = 5 -3 214 7

22lequacio = 2 0 —-1)1 3i
32 equagio = -1 1 11 0
4 4 4
X y z
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Escalonamento (em linhas)

Diversos tépicos utilizardo matrizes ou poderao ser formulados com
o uso de sistemas lineares.

O escalonamento de matrizes serd uma ferramenta comum a todos.

Trabalharemos em geral: A € Mp,»n(IK) com m % nou m= n.
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Matrizes (com linhas) escalonadas

Objetivo: usar as operacdes elementares para pdr uma matriz nas
especificacdes a seguir, que facilitardo calculos:

(1)

(2)

(3)

(4)
(5)

As linhas inteiramente nulas est3o abaixo de todas as n3o
nulas.

O pivé de cada linha — primeiro elemento n3o nulo a partir
da esquerda — esta estritamente a direita dos pivds das linhas
acima.

Todas as entradas abaixo dos pivés sdo nulas.
Os pivos valem todos 1.

Todas as'entradas acima dos piv6s s3o nulas.
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Exemplos e nomenclatura

3 % b % % 0 3 %
0 5], 00 -1}, 0 0 1 =«
0 0 00 O 0 0 0 2

todas satisfazem (1)—(3) e sdo chamadas escalonadas (ou “com li-
nhas escalonadas”) por outros autores.
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1 = 1 x  x 0 1 * =«
0 1{, 0 0 1], 0 01 =
0 0 0 0O 0 0 01

todas satisfazem (1)—(4) e sdo chamadas escalonadas (ou “com li-
nhas escalonadas”) por alguns autores e neste curso.
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1°0 1
0 1{, 0
00 0

o O ¥

0 0 1
1], 0 0
0 00

O =¥
= O %

todas satisfazem (1)—(5) e sdo chamadas escalonadas reduzidas (ou
“com linhas escalonadas na forma reduzida").
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Notas
Uma matriz pode ter varias formas escalonadas.
Uma matriz somente tem uma forma escalonada reduzida.

H4 vdrios modos de escalonar, levando a resultados diferentes, in-
cluindo “truques” com sistemas pequenos (isolar uma variavel e subs-
tituir etc.) ou fazendo escolhas diferentes na elimina¢do gaussiana.
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Eliminacao gaussiana

Algoritmo especifico para escalonar.

Para i del-a m, faca:

(19)

(2°)

(3°)

(42)
()

Determine a primeira coluna ndo nula (entre linhas i e m)
a partir da esquerda. (Interrompa o lago se ndo houver;
acontecera para m > n e pode parar para i =m.)

Escolha para pivé uma entrada n3o nula dessa coluna (entre
linhas i e m). (Recomenda-se a entrada com maior valor
absoluto, para estabilidade numérica.)

Permute a j-ésima linha com a do pivé.
Divida a nova i-ésima linha pelo valor do pivo.

Some (ou subtraia) mdltiplos da (nova) i-ésima linha as li-
nhas abaixo, de modo a anular o restante da coluna abaixo
do pivé. (Cuidado se fizer programagdo: armazene o fator ou

deixe/}arbua s OREP 2A163M TdWBisies JEFbIRA%Sr as demais.)



Adicao reversa (back addition)

Apds o laco descrito acima, a partir da linha inferior e subindo, some
(ou subtraia) mdltiplos de cada linha n3o nula as linhas acima, de
modo a anular o restante da coluna também acima do pivo.

A matriz fica escalonada reduzida.
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Espacos vetoriais

Topicos

> Axiomatica e dlgebra simbdlica.

> Definicdes e exemplos.

v

Subespacos e operagdes entre eles.

v

Geragao em espacos vetoriais.

\{

A combinac3o linear como operacdo fundamental.
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Espacos vetoriais

Objetivo: identificar propriedades dos espacos euclideanos R” que
funcionam em outros contextos.

Propriedades sio os axiomas e suas consequéncias.

Novos exemplos sdo as estruturas em que valem os axiomas.

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Funcionamento da axiomatica

Demonstramos novos fatos usando apenas os axiomas, nao tudo o
que sabemos dos espacos IR".

Esses novos fatos valerdo também em todos os outros exemplos.*

*O campo das Probabilidades também é um exemplo, em que propriedades
como a aditividade s3o axiomas para célculos diversos.
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O que sao estruturas
IR, € ja vém munidos de “opera¢bes naturais”.

Distinguiremos, em uma estrutura (X, 4;x;...), o dominio X (con-
junto-universo n3do vazio) e as operagdes +, X, . ..

Também costumamos chamar a estrutura de X. ..

mas ha mais de uma estrutura com dominio X!
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Nos espacos euclideanos IR", ha duas entidades: vetores e escalares.

» N3o usaremos flecha nem negrito para vetores.
> Usaremos letras gregas e romanas para escalares.

Esteja atento ao contexto!
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Sabemos_ adicionar vetores; é uma operagao bindria:
+:R" x R" = IR"
(oY) = x+y

Sabemos multiplicar um vetor por um escalar; é uma operacio bi-
ndria:

R x R" — R"
(A, x) = A-x
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Em geral, trabalharemos com:

» um conjunto de vetores V' # ();

> um corpo de escalares K, leia-se, IR ou C.
Devem ser especificados:

+:VXxV->V
S KxV -V
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Para que V seja um _espaco vetorial sobre IK com tais operacoes
(ou IK-espaco), os seguintes axiomas devem ser verificados (para
quaisquer x,y,z € V e a,b € K):

> a adicdo é comutativa: x+ y = y+ x;
> a adigdo é associativa: (x +y)+z=x+ (y + z);
> a adicdo tem elemento neutro: existe 0 tal que x + 0 = x;

» a adicdo tem opostos: dado x, existe —x tal que x4 (—x) = 0;
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v

v

v

v

a multiplicagdo € associativa com aquela de K: a(bx) = (ab)x;

a multiplicagio distribui-se sobre a-adicdo em V: a(x + y) =
ax + ay;

a multiplicagdo distribui-se sobre a adi¢do em K: (a + b)x =
ax + bx;

1 € K é elemento neutro também desta multiplicagdo: 1x = x.
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A partir dessas propriedades, podemos mostrar outras (exercicios).
Por exemplo, K também tem um elemento 0, que ndo é 0. € V.

Mostre que 0x = 0.
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Solucao

Note 0x = (0 + 0)x = 0x + Ox:
> a primeira igualdade vem de propriedade em IK;
» a segunda vem da distributividade.

Agora, 0x é um elemento de V, entdo tem oposto —(0x). Some-o
a ambos os lados:

0x + [—(0x)] = 0x 4 Ox + [—(0x)]

Ent3o 0 = 0x + 0 = Ox.
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Note ainda:
> 0s axiomas nao mencionavam essa propriedade;
» mas foram “fortes” para prova-la;

> ela indica como um objeto da adi¢ao se comporta com respeito
a multiplicagdo (outra operag&o).
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Exercicios similares
Mostre que A - 0 = 0 para qualquer escalar \.
Dados x € V. e —1 € K, mostre que (—1)x = —x, oposto de x.
Dados x,y,z € V e a, b € IK, valem as“leis do cancelamento”:
>» X+zZ=y+z=>x=Y,
> ax=ay & a#0=x=y,

> ax =bx & x #0=a=0>b.

(Note: j& conhecemos essas propriedades nos espacos euclideanos;
pede-se a demonstracdo a partir dos axiomas ou outras propriedades
ja demonstradas.)
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Exemplos de espacos vetoriais

Cada IR" é espago sobre R com as operagdes usuais (coordenada a
coordenada).

Analogamente, cada C" é espaco sobre € com opera¢bes coordenada
a coordenada.
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Fixadas as dimensdes m-e n, o conjunto de matrizes My, n(K) é
espaco sobre IK com as operacdes usuais.

O conjunto de todas as sequéncias
Seq(K) = { (x0, x1,x2,...) | xi € K}

é espago sobre IK com operacdes entrada a entrada.
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Seja D um conjunto ndovazio. Ent3o o conjunto de todas as fun¢des
D—K
KP = {f: D = K| f qualquer}

é espaco sobre IK com operacées ponto a ponto:
> f + g é definida por (f + g)(x) = f(x) + g(x);
> Af é definida por (Af)(x) = A(f(x)).

Exercicio: Determine conjuntos D de modo que os exemplos ante-
riores sejam vistos na forma IKP.
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Com suas préprias operagdes, IK é um espaco vetorial sobre K.

Todo C-espaco € naturalmente um IR-espago, porque “multiplica-
¢ao por complexo” inclui “multiplicagdo por real”, com as mesmas
propriedades.

Do mesmo modo, todo IR-espaco é um Q-espaco.

Concluimos que € é espaco sobre IR e sobre Q; que IR é espaco sobre
Q (este é muito interessante).
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Tanto em € = IR? como em IR sabemos o que é “convergir a origem”.
Entdo

SeqConv(K) = { x € Seq(K) | limx =0}
é espaco sobre IK com operacdes coordenada a coordenada.

De fato, pelas regras de limite, soma e produto de fung¢des que
convergem a 0 também convergem a 0.
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Também sabemos o que é “tamanho” (médulo) em € e R. Entdo
SeqgLimitadas(K) = { x € Seq(K) | (3M > 0)(¥i) |x;| < M}

é espaco sobre K etc.

De fato, |xj| < M e |y;| < N implicam |x;+y;| < |xi|+|yi] < M+ N
e | Axi| < A] - |xil.
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Também com operacdes ponto a ponto, para D # ()

K(P) = {f: D — K| f(x) # 0 somente para n° finito de x € D }
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Com as operagbes usuais de polindmios, sdo espacos sobre IK:
» Kltj={P(t)=ap+ait+...+ast” | neNeaekK}

» K[t]?" = { P(t) € K[t] | grau(P) < n}.
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O conjunto vazio () ndo pode ser espaco vetorial, porque ndo contém
um elemento neutro.

O conjunto unitario {0} é um IK-espago com as operagdes 0+0 =0
e A0 = 0. Ele é chamado 0.
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Também com operacdes ponto a ponto, para um intervalo qualquer
I CIR:

v

Co%)=A{f:1—R|fécontinua};

v

CK(hy=1{f: 1 — R|féde classe C~};
» L(I)={f:1— R|f éintegravel sobre | }
sdo todos IR-espacos.

Lembrete: uma funcdo é CK se tem derivada de ordem k e essa
derivada é continua.
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Também com as operagdes usuais, fixada M € M,y »(K):
SolHomog(M) = { x € K" | Mx =0},

em que x é visto como vetor coluna, é IK-espaco.

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Também com opera¢des ponto a ponto, é um IR-espa¢o o conjunto
das solu¢bes da EDO linear homogénea

pn(x) -y(”) +ooit (X)) Y+ p1(x) -y + po(x) -y =0,

sendo pog, ..., p, continuas e p, sem zeros.
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Ha vérios outros exemplos!

A 3dlgebra linear permite construir um corpo de conhecimento atil a
todos eles simultaneamente!
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E preciso verificar que cada exemplo é, de fato, um espaco vetorial.

Isso requer conferir os oito axiomas para cada caso. (N&o faremos
isso neste curso.)

Alguns exemplos s3o mais simples, porque podem ser construidos a
partir de outros, de varios modos que veremos.

A primeira construcao serd a de subespago.
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Subespacos

Definicao

Sejam Vespaco vetorial sobre K (operagdes implicitas, mas fixadas)
e W C V. Dizemos que W é subespaco de V se satisfaz trés
condicoes:

(i) W#£0;
(il) x,y € W = x +y e W, para quaisquer x, y;

(iii) N e K& x € W = Ax € W, para quaisquer A, x.
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Nesse caso, W também é um espaco vetorial sobre IK, com as mes-
mas operacoes de V restritas a W, porque:

(a) W é "fechado sob as operagbes’, segundo (ii) e (iii), isto €,

+ WxW=W
I Kx W — W

(b) as operagdes satisfazem os axiomas, porque ja satisfazem em
V.

Esse € um modo de verificar se uma estrutura é um espaco vetorial.
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Exemplo
CO(1) é subespaco de R’

Demonstragdo: Assumimos que R’ é espaco vetorial e:mostramos:

(i) CO(I) # 0 porque contém a funcdo constante 0, que é con-

tinua.
Mostrar 0 € W é o modo mais ficil de obter W # (); todo

subespaco deve conter o elemento neutro.

(ii) Se f, g sdo fungdes continuas, entdo f + g também é con-

tinua.

(iii) Se f é continua e A € R, entdo Af também é continua.
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Mais ‘exemplos

Os subespacos de IR? s3o as retas passando pela origem, mais o
subespaco 0 (¢ {0}) e o espaco todo R%.

Os subespacos de R® sdo: 0, as retas passando pela origem, os
planos pela origem e todo o R3.

Exercicio: Determine, dentre os exemplos de espacos vetoriais ja
dados, quais sdo subespacos uns dos outros.
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Operacoes entre subespacos

Dados W; e W5 subespagos de V, entdo

WlﬂWQZ{XEV|XEW1&XEW2}
eWi+Wo={x+yeV|ixeW&yecW}

também s3o subespacos de V.

Soma direta

Usa-se Wy @ W, para Wy + Wh quando Wi N W, = 0.
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Demonstracao para Wi N W,

Para (i), como0 € W e 0 € W», temos 0 € Wi N Ws.

Para (ii) e (iii), sejam x,y € Wi N W, e A € K. Entdo: x,y €
Wi & x,y € W, de modo que x + y,Ax € Wi, e x +y, Ax € Wh,
donde x + y, Ax € Wy N Wh.
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Demonstracao para Wi+ Wy (extra)

Para (i), como 0 € Wi e 0 € Wa, temos 0 =0+ 0 € Wi + Ws.

Para (iii), fixe A € IK. Um elemento arbitrario de Wy + W, tem a forma x + y
comx € Whey e W, Entdo AM(x+y) =x+ Ay € Wi + Wa.

Para (ii), dados dois elementos de Wi + W5, escreva-os como x+y e u+ v com
x,u€ Wi ey,ve W, Entdo:

(x+y)+(u+v)=(x+u)+(y+v) e Wit W,
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Exercicio

Todo elemento de Wj + W, pode ser decomposto como x +y com
x € Wy ey € Wy, pela definicio de Wi + Wsh. Mostre que se
Wi N W5 = 0 entdo a decomposicdo € nica.
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Solugao

Escreva x+y = x"+ y' com x,x' € Wy e y,y' € W,.

Ent3o:
—xX =y —yeWinWw,={0
x—x =y —yeWnW,=/{0}

ew eWw,

Desse modo, x —x’ =0ey ' —y =0, donde x =x" e y =y
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Subespaco gerado (definicao)

Sejam V espaco vetorial sobre K e 'S C V. O subespaco gerado por
Sé

[5]:{)\1x1+)\2x2+...+)\,,x,,|nGIN, A €K, X,'GS}.

Note que a soma é finita, mas o n® de elementos (pode repetir) é
ilimitado.
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Exercicios

> [S] é mesmo subespago de V.

» Se 51 € S, entdo [Si] € [S2].
Observacao

Se S = ()-entdo [S] = 0: é uma convengdo que uma soma de zero
elementos, ou soma vazia, vale 0.
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Pode-se mostrar que [S] é, no sentido de inclusdo (C), o menor
subespaco que contém S.

Suponha que S = {vi,va,..., v} (ou'seja, S é finito com k ele-

mentos). Entdo:

[S] =290 £ o vt + apve 4 ...+ akvk | 3 € K}

notacio

—— Kv; + Kwvp + ... + Kvg
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Dados x, v1, ..., vk € K™, uma questdo importante é: x € [vy, ..

sim & x € Kvp+ Ky + ... + Ky
< dA; € K tais que x = A\1vi + Xovo + ...+ Apvg
Vit Va1 - Vk1 X1
& 3N € KX tal que |[vi2 Vo - k| A=

matriz mx k sobre K

Note que as colunas da matriz s3o os vetores vy, vo,.. ., V.

Por isso, estudaremos sistemas lineares diversos.
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Combinacoes lineares

A combinacdo linear é uma sintese das operacdes disponiveis em um
espaco vetorial:

» sabemos somar (associativa e comutativa), entdo podemos so-
mar um n2 finito de vezes por repeticao;

» sabemos multiplicar por escalar (distributiva etc.).

Qualquer outra ‘'operacdo em um espaco vetorial € uma combinagdo
linear, por exemplo: A(x +y) —z é Ax+ Ay +(—1)z.
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Ent3o:

Definicao

Uma combinacio linear de elementos de S C V é
AMx1+...+xApxpcomnelN, XNjelKex; €8

(os x; repetidos podem ser unificados).

Note que-n é finito, mas ilimitado.

N3o sabemos somar um n? infinito de termos, mesmo se S for infi-
nitol!
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Conclusao

O subespaco gerado [S] é o conjunto de todas as combina¢des line-
ares possiveis com elementosde S.

Se S for finito, como observamos para [S], toda combinaggo linear
pode ser escrita listando todos os elementos de S — multiplicando
alguns por 0 € K se necessério.
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Exercicio

Mostre que:
> Yiveees ¥k € [S] = Daye-, vkl C[S]
>y €[S]=[Suiy}]=IS]

Em palavras: combinacdo linear de combinagGes lineares de S é
também combinagdo linear de S.
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Bases e dimensao

Topicos

» Dependéncia em espacos vetoriais.

» Bases e dimens3o.
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Dependéncia e independéncia lineares

Objetivo: eliminar redundancias em conjuntos geradores de subes-
pacos (identificar o conceito de “base”).

Definicao

Sejam V espaco vetorial sobre K e S C V. Entdo S é linearmente
dependente (LD) se ha combinagdo linear nula, mas n3o trivial, de
elementos de S sem repeticdo, isto é:

(In € N)(3\; € K nio todos nulos)(3x; € S) Z/\,‘X,‘ =0
i=1

Caso contrdrio, S é linearmente independente (LI).
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Notas
Sempre ha a combinacdo nula trivial: Ox; = 0xs + ...+ 0x, = 0.

Na combinac3o linear n3o trivial, os escalares nao podem ser todos
nulos, mas os vetores nao sao especificados. Se 0 € S, entdo S é
LD.

S é LI & a lnica combinacg3o linear nula é a trivial.

SeSélleS; €S, entdo 51 é LI
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Quando S é finito, pode-se formular a condi¢cdo com x; listando
todos os elementos de S sem repeticio.

S é LI < todo subconjunto finito de S é LI.
S é LD < algum subconjunto finito de S é LD.

Assim, podemos verificar a dependéncia linear de conjuntos arbitra-
rios.
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S é LD & algum elemento de S é combinagdo linear dos demais
(ou: gerado pelos demais).

Essa é aoperacdo tradicional de “isolar”: digamos
)\1x1+)\2x2—|—...—|—)\jxj+...+)\,,x,,:0com )\J#O

Entdo
A1 A2 An
Xj=—""X|— T X2 — ...~ — Xp

Aj A Aj

sem listar o j-ésimo termo.
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v

v

v

() éLl
0 ¢éLD.
{x} éLl & x#0.

{x,y} é LD < x = Ay ou y = Ax (precisa duas hipéteses caso
A =0).
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Em K™, decidir se {v1,..., vk} é LD ou LI consiste em resolver o
sistema homogéneo

[Vl v2 DY Vk A . O
(vetores nas colunas) correspondente a questdo 0 € [vi,..., vk]:
> se a Unica solucdo for A = 0, entdo é LI,

» caso contrario, é LD.

(Cf. discussdo sobre subespagos gerados; veremos determinante como
ferramenta.)
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Bases
Objetivo: descrever vetores univocamente e em termos do préprio
espago.
Definicao

Sejam V espaco vetorial sobre IK e B C V. Diz-se que B é base de
Vse[B]=VeBEélLl.

Proposicao

B é base de V 'se e somente se todo x € V expressa-se de modo
tnico como combinac3o linear de elementos de B.

(Entende-se unicidade dos vetores e dos escalares envolvidos, quando
o0s vetores s3o usados sem repeti¢do.)
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Demonstracao
(<) Assuma B base e

X =aju + aur+ ...+ amum
x = byva+ bova + .ot bpvy

com a;, b; € K, uj,v; € B e sem repeticbes entre os u;, nem entre
0s V;.

Suponha (reindexando) ‘que w3 = vy, Up = Vo, ..., Uk = Vg € OS
demais ugy1y---, Um, Vi1, -4, Vy, Sejam todos distintos entre si e
dos k primeiros.
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Ent3o:

O:X—x:(al—bl)ul+(az—b2)+...+(ak—bk)uk+
+ Akt1UkF1 F oo -+ AmUm +
+ (= brr1)Vkt1 + - (=bn)va

Como B é LI, temos:

al—b]_:ag—bQZ...:ak—bk:O

ak+1:...:am:bk+1:...:bn:0
Ent3o ambas as decomposicdes de x sdo iguais a
X =aiu1 + ...+ akxug

com cada a; = b;.

x pode ser qualquer porque B gera V.
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(=) Assuma que todo vetor expressa-se de modo tnico sobre B.
Entdo B gera V (usando “todo”) e é Ll (usando “Gnico”; porque

7

entdo a tnica combinagdo linear nula ¢ a trivial).
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Exemplos

A base canédnica de IK" é {ey,...,e,} onde

e =(0,... ,0,(?£),0, -, 0)=1(djj)1<j<n-

(O delta de Kronecker vale 1 quando os dois indices sdo iguais e 0
caso contrério.)
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Se B tem ndmero finito de elementos, digamos B = {vi,...,v,}
sem repeticées, entao podemos escrever, para X = ajvi +...+apVvp:

xB:(al,...,an)EIK”

(sdo as coordenadas de x na base B; note o subscrito B).
Isso pressupde uma ordem especifica para listar os elementos de B.
Note que

(e =051, ..0)=e c K"
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Nés faremos uso de trés teoremas importantes.

Depois veremos suas demonstracoes somente no caso de dimens3o
finita.

(“Dimensdo” é definida pelo segundo teorema.)

Como sempre, seja V' um espaco vetorial sobre K.
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Teorema 1

Sejam S € G C V com S Ll e [G] = V. Ent3o existe base B de V
tal que S C B C G.

Em particular:
» todo conjunto LI estende-se a uma base (tome G = V);

» todo espaco vetorial tem base (tome S = 0)).

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Teorema 2

Quaisquer bases de V tém o mesmo n2 de elementos. Essa é a
dimensao de V/, indicada dim V.

Por exemplo:
» dimIK" = n;

» dim0 = 0 () é base do espaco 0).
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Usaremos |S| para indicar o n® de elementos (cardinalidade) de um
conjunto S.

Acima, dim V = |B|.
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Teorema 3

Para S C V, temos:
(a) se S é Ll entdo |S| < dim V;
(b) se |S| > dim V entdo S é LD;
(c) se [S] = V entdo |S| > V;

(d) 'se |S|] < dim V entdo S n3o gera V.
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Alguns exemplos. .

. de técnicas em demonstracdes.
Sejam W4, Wh subespagos de V com Wy N W, = 0. Entdo
dim(Wl D Wz) =dim Wi 4+ dim W5.

Faremos isso mostrando que, para Bj, By bases de Wiy, W5 resp.,
entdo By U By é base de Wi & Whr e Bi N By = ).
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Mais desafiador é mostrar, para Wi, W5 subespacos de dimensdo
finita, que

dim(W1 + W2) =dim Wj +dim W, — dim(W1 N WQ).

Aqui, ndo ha garantia a priori que By N B, seja base de Wi N Wh.

De fato, {7, 7} e {57,270 — 7} sdo bases disjuntas do mesmo espago
R,

Experimente comegar com base By de Wi N W, e estendé-la a bases
By, B.
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Completamento de base

Este método permite:
(1) obter uma base para um subespaco de K”;
(1) completar essa base para obter uma de K".

Para um espaco vetorial V' com base B de n elementos, podemos
entdo trabalhar com as coordenadas em B, que é equiparada a base
candnica de K".
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Para (), dados xi, ..., xm € K™

(12) Forme a matriz A com os vetores nas linhas:

X1

X2

Xm

(22) Escalone A obtendo uma forma escalonada R;.
O espaco geradorpelas linhas de Ry é o mesmo de A, ou seja,

[x1,0+ oy Xm]-

(32) Descarte as linhas nulas de Ry, obtendo Rj.
Como Ry estd escalonada, suas linhas sdo LI e formam a
base desejada.
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Para (Il), acrescente novas linhas a R, assim: em cada coluna
originalmente sem pivo, coloque 1, depois 0 nas demais entradas.

Obteve-se uma matriz n x n, cujas linhas s3o todas LI e formam a
base desejada.
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Exemplo na lousa

Em R®, dados
X1 = (0, 3, 57 —1, 2),
X2 = (07 _27 07 87 0)7
X3 = (Oa _47 17 Oa 0)7
temos. ...
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Exercicio

Em IR®, dados
xt= (2,03, ~1,0,0),
X2 = (17 17 07 17 07 1)7
X3 = (07 _27 37 _37 07 _2)7
xa = (1,-1,0,0,0,0)
temos ...
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Transformacoes lineares

Topicos

v

Homomorfismos e seu espaco.

v

Subespacos niicleo e imagem.

Isomorfismos.

v

v

Matrizes associadas, aspecto funtorial e mudanca de base.

v

Subespacos linha e coluna. Posto e nulidade.

v

Funcionais lineares e sua relacdo com hiperplanos.
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Conceito

Objetivo final: permitir a descricdo de um espaco vetorial em termos
de outro.

Toda vez que se definem estruturas (como espagos vetoriais), verifi-
cam-se quais funcdes entre seus dominios preservam suas descrices,
fungdes essas chamadas (homo)morfismos.
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Definicao

Sejam V, W espacos vetoriais sobre IK e T: V. — /W uma func3o.
Diz-se 'que T € uma transformacao linear se:

» T(x+vy)=T(x)+w T(y) paratodos x,y € V. e
» T(A-vx)=X-w T(x) para todos x € V e X € K.

(Os subscritos V, W ressaltam em quais espacos as opera¢des sdo
feitas.)

Note que, em tal caso, sempre T(0y) = Oy — por qué?
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Equivalentemente, T é transformac3o linear se “transporta” combi-
nacoes lineares:

(Vn e IN)(Ya; € K)(Vx; € V) T(Z a,-x,-) =>4 T(x).
i=1 i=1
Costuma-se verificar linearidade calculando T (ax+by) ou T (ax+y).

Exercicio:  verificar. que os proximos exemplos sdo transformacdoes
lineares!
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Exemplos

Dada uma matriz A € Mpxn(IK), defina
Ta: K" — K™ Ta(x) = Ax.

Veremos que esse exemplo é arquetipico!
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A derivacio C"L(1) — C"(1), f s .

A valoragdo T,,: KP — K em um ponto fixo xo € D dada por
T (f) = f(x0). (Note que o argumento de T, é f: D — KK.)

Composicdo de transformacgdes lineares é linear.
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Operadores “construgdo” e “destrui¢do” T, Ta: Seq(K) — Seq(K):

(0, %05 X1, X2, . . .)

(X1,X2, .. )

Tl(Xo,X]_,Xz, . ) =
)=

e Ta(xo,x1, %2, .
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Proposicao

Sejam B base de V e ¢: B — W fungdo qualquer. Entdo existe
dnica transformagdo linear T:'V — W tal que (Vx € B) T(x) =

o(x).

Ou seja: Para especificar uma transformacgio linear, basta indicar as
imagens dos elementos de uma base do dominio, e isso é totalmente
livre.
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Demonstragdo. ..
Existéncia

Dado x € V, obtenha x = Y \;x; de modo Unico com x; € B.
Defina T(x) = >_ Xig(xi)-

Exercicio: mostre que T € linear e extensdo de ¢.
Unicidade
Suponha também T; como no enunciado.
Entdo (Vx € B) T(x) =¢(x) = T1(x).
Entdo também (Vx € V)
T(x) = Z Aig(x;) = Z AiTi(x) = 7'1(2 Aixi) = Ti(x).
Obtemos T = T;.
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Proposicao

O conjunto L(V, W) = {T: V — W | T é linear } com as opera-
¢cOes de soma e produto por escalar “ponto a ponto” é um espaco
vetorial.

Para demonstrar, basta verificar que é subespaco de WV. ..
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De fato:

definicdo lineares

(T1 + T2)(ax + by) Ty(ax + by) + Ta(ax + by)
= aT1(x) + bTi(y) +aTa(x) +bTo(y) =
=a(T1+ T2)(x) + b(T1 + T2)(y),

de modo que Ty + T € L(V, W);

definigdo T linear

(AT)(ax + by) === X\ - T(ax + by)
=A-(aT(x) + bT(y)) = a(AT)(x) £ b(AT)(y),

de modo que \T € L(V, W).
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Nucleo e imagem

Definicoes
Dada T: 'V = W linear, definimos:

» o ntcleo ou “kernel"
Nuc(T)={xe V| T(x)=0}
> a imagem

Im(T)={T(x) | xeV}={yeW|(3xecV)T(x)=y}.
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Exercicios

Nuc(T) é subespaco de V.

Im(T) é subespago de W'

Nuc(T) =0« T é injetora.

dim V = dim Nuc(T) + dimIm(T).
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Isomorfismo

De um modo geral, duas estruturas isomérficas (com isomorfismo
entre elas) sdo reconhecidas como “exemplos” diferentes de uma
mesma estrutura, ou seja, mudam-se apenas os nomes dos elementos
e operagoes:

Definicao

Sejam V, W espacgos vetoriais sobre K. Diz-se que T: V — W é
isomorfismo se for bijetora e T, T—! forem lineares.

Indica-se V = W quando ha isomorfismo entre V e W.
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Proposicao
Basta que T seja bijetora e linear.
Demonstracao

Resta mostrar T ! linear: sejam u = T~ !(x)ev = T~1(y). Entdo:

T_l(ax—l—by) =z& ax+by = T(z) < aT(u)+bT(v)=T(z2) &
& T(autbv) = T(z) ©autby = z & aT Y (xX)+bT 7 y) =z

donde T~1(ax + by) = aT 7 }(x) + bT~1(y).
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Exemplo instrumental

Suponha V' com base finita B, sendo n = |B| = dim V: entdo
T:V=K" T(x)=xg,
é isomorfismo (K" com operagdes usuais).

(Esse espaco também ¢é IKB. Para dimens3o arbitraria, é preciso
considerar K(B))
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Exercicio longo
Uma cadeia de composicao de transformacdes lineares

L—>V1L—>Vo Vi v, 2

é chamada sequéncia exata se (¥n) Im(T,) = Nuc(Tpt1).

Considere a sequéncia curta

0=USHv I woo

onde U, V, W sdo espacos vetoriais sobre K e as quatro fun¢bes sao
lineares.
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(a) As fungdes esquerda e direita ndo tém nomes porque estdo uni-
vocamente determinadas. Quais s3o elas?

(b) Mostre que essa sequéncia é exata se e somente se trés condicdes
sdo satisfeitas:

(i) R € injetora;
(i) Im(R) = Nue(T);
(iii) T é sobrejetora.
(c) Assum7i_ndo exatiddo, mostre V = Im(R) @ Wi onde Im(R) é U

eW1§W.

(d) ldentifique as transformagdes lineares que naturalmente deixam
esta sequéncia exata:

O—-U—-UpW—=W—D0.
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Proposicao
Para T: V. — W linear e V, W de dimensdes finitas:

(a) dimIm(T) <'dim W por inclusdo e dimIm(T) < dim V pelo
teorema.

(b) T injetora < dimIm(T) =dim V.

(c) T sobrejetora < dimIm(T) = dim W.

Para provar, use o teorema dim V = dim Nuc(T) + dim Im(T).
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Teorema

V=W<&dmV =dmW.

Assim, a dimens3o é toda a informacdo necessdria para caracterizar
o espaco vetorial “a menos de isomorfismo”.

(E um “invariante completo” ou “caracteristica de Euler".)
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Demonstracao
(=) Segue de (b) e (c).

(<) Sejam By, By bases de V, W respectivamente. Entdo |Bi| =
|B2| e ha uma bijegdo entre By e B,. Tome T: V — W a transfor-
macao linear estendendo essa bijecdo. Entdo T também ¢ bijetora:
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Sobrejecdo: Dada y combinagdo linear sobre B,, substitua cada
elemento de B, pelo correspondente de B;, obtendo combinacio
linear x. Por definicdo, T(x)=y.

Injecdo: Suponha x # 0, combinag3do linear n3o trivial de By, entdo
T(x) é combinagdo linear n3do trivial de By, entdo T(x) # 0.
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Matrizes e transformacoes lineares

Veremos uma conexao profunda entre transformacdes lineares e ma-
trizes, que respeita suas propriedades e operagoes.

Nesta secdo, todos os espacos vetoriais tém dimens3o finita:
» V com base By = {v1,...,v,} edimV = n;
» W com base By = {wy,...,wn} edimW =m.

Seja T: V — W linear.
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Vimos que os vetores de V/ tém coordenadas na base B;:
xeV=x=x1v1+...+Xpvn = xg, = (X1,...,Xn) € K"
O mesmo vale para T(x) em W com respeito a By:

T(x)=ywmi+ ...+ YmWm = (T(x)), = (¥1,---,¥m) € K"
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Em particular, para cada v;:

m
T(Vj) =ajw + ...+ amjWm = Z ajjwi

i=1
Logo:
n n m m n
T(x) = T<ZXJVJ'> =D 5D aywi= Z( 3in1> wi
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
Conclus3o: .
(T6oVe, = (3 )
j=1 1<i<m
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Entdo cada coordenada de T(x) é obtida por uma multiplicagdo
matricial:

X1

X2
ajl1 ap - ain:|' .

Xn

Entdo (T(x))s, como vetor coluna é o produto Axg,, sendo xg,
coluna e A = (aj).

Notagdo: A= [T]g,.5,-

Note que a matriz depende das bases usadas!
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Observacao

31_,'

Mavm= | = [(T(a AT () (T())s,

amj
» A j-ésima coluna é (T(vj))g,: imagem por T do j-ésimo vetor
de By, escrita nas coordenadas de B».

» S3o dim W linhas e dim V colunas.
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Teorema

Defina ®: L(V, W) = Mpnyxn(K), (T) = [T]s,.5,. Ento, com as
operagdes ponto a ponto em L(V/, W) e as usuais em M,,«xn(K), a
funcdo ¢ é um isomorfismo linear.

Além disso, se
uiv Lw

com R linear e By base de U, entao

[T © R]BmBz = [T]Bl,Bz ) [R]BmBl
com a multiplicacao de matrizes.

Finalmente, T é bijetora se e somente se [T]g, B, € invertivel e,
nesse caso,

[T 86 = ([T]eue) -
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Exemplo
T:R? = R3, T(x,y) =(3y,2x,5y —4x) é linear.

Esta descrita nas bases candnicas, ent3do:

0
[T]can,can —
—4 5

Para conferir, calcule [T]can,an - [ﬂ (devera obter T(x,y)).
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Agora usaremos as bases

B = {(_37 0)7 (17 1)}
e B, = {(1,0,0),(0,2,0), (=1,-1,1)}.

Precisamos calcular (T(v1))s, € (T(v2))ss:

T(-3,0) = (0,—6,12) = a(1,0,0) + b(0,2,0) + c(—1,—1,1) =

a—c=0 a=12
=< 2b—c=—6=¢ b=3 =(T(-3,0))s, =(12,3,12).
c=12 c=12

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



T(1,1) = (3,2,1) = a(1,0,0) + b(0,2,0) + ¢(—1,—-1,1) =

a—c=3 a=4
=12b—c=2=1¢b=3/2=(T(1,1))s, =(4,3/2,1).
c=1 c=1
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Vamos conferir na prépria base Bs:

12~ 4 ) 12
[Tl - (vi)ey = |3 3/2] - [0] — |3
12 1 12
12 4 4
0
12 1 1

Note que os vetores de By, expressos na prépria By, sdo os ©,7
canénicos de R?.
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E se quisermos usa-la para calcular T no vetor (6,7) € R2? Ele
estd na base canonica:

T(6,7) = (21,12,11) também na base candnica
Nas bases dadas:

(6,7) = a(-3,0) + 5(1,1) = {3a+g Z °

5 {a - i/3 = (6,7)8 = (1/3,7).
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Ent3o:

12 4 32
1/3
[T]BLB2 ’ (67 7)81 =13 3/2 : 7 = 23/2
12 1 11
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Conferindo:

(21,12,11) = a(1,0,0) + b(0,2,0) +¢(—1,~1,1) =

a—c=21 a=32
=< 2b—c=12= (¢ b=123/2 = (21,12, 11)52 =(32,23/2,11) ok!
c=11 c=11
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Mudanca de base
No exemplo anterior, precisamos calcular coordenadas varias vezes.

Vamos automatizar isso:
> depois, com resolucdo simultdnea de sistemas;
» agora, com matriz de mudanga de base.

Suponha V/ com duas bases: By = {vi,...,v,} & Ba.
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A fungdo identidade /: V — V, I(x) = x, é uma transformagdo

linear. Portanto:
XBy = [/]BLBz " XB
Seja
M=[s.e = (e, (w)a - (s

Lembre que M induz Ty : K" — K", Ty(x) = Mx. Temos:

Tm((vi)g,) =M | 1| =(vi)s,
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Em geral:

X:Z)\,'V; = XB, = (/\1,...,)\,,) =
A1
= TM(XBl): M| :)\1(V1)B2+...+/\,,(Vn)52 =
An

Isso significa Mxp, = xa, .
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Note: 1
7Y =1 =[llg,5, = ([Neye) = M-t

Ou seja, também:

Mt =g, = [(19 vetor de Bp)g, (22 vetor de B,)g,
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No exemplo anterior
» T:R?> = R3 T(x,y) = (3y,2x,5y — 4x);
» B; = {(—3,0),(1,1)} base de IR? (na notacio original!);

» B, = {(1,0,0),(0,2,0),(—1,—1,1)} base de R? (na notacdo
original!).
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Em IR2, tomamos os vetores de By escritos na base candnica:

-3 1
M = [/]B1,can : 01
Entdo
—1/3 1/3
[l]can,Bl = M_l = / / y
0 1

cujas colunas s3o e, e» na base Bj.
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Em IR3, tomamos os vetores de B, escritos na base candnica:

1.0 -1
A=[llgcan= |0 2 —1
0.0 1
Ent3o
1 0 1
Neang, =A =10 1/2 1/2|,
0 O 1

cujas colunas sdo ej, e, €3 na base By.
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Temos:

base B base candnica base candnica
2 l 2 T 3 !
R — R _— R _
matriz M . [ 0 3} matriz A1
matriz 2 g
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Ent3o:

0 0 1 3 —
AT 2 M= 1/2°1/2 0 [ . 1]:
—4 0 1 ~4 5

3 1
0 0
5 0
-4 8 3 1 12 4 -
=|-1 5/2 [ . 1]: 3 3/2| = [Tls.5,
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Em suma:

> [/]By,can costuma vir.dada (vetores de B; na candnica);

> [/]Bscan costuma vir dada (vetores de B, na candnica);

> inverta-a para obter [/]can.5,.

[T] B ,By, — [l]can,32 : [T]can,can : [/] Bj ,can
inicio fim (52) (62) (32) (4°) (12) (22)
Analogamente:

[Tlcan can =[] 5 can - [ T]8y. 8~ [/]ean. &1
infcio’ fim (5) (6) (32) (4°) (1°) (20)
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Espacos linha e coluna; posto e nulidade

A matriz A € Mpyxn(K) induz Ta: K" — K™, Ta(x) = Ax.

Tomando x = e; da base candnica, temos Ta(ej) = Ae; = j-ésima
coluna de A.

Ent3o as colunas de A geram Im T4, chamado espago coluna de A.

Sua dimens3o é o posto de A: mostraremos que é a. mesma dimens3o
do espaco linha'de A, gerado pelas linhas de A.
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Seja R uma forma escalonada de A: ‘entdo as operagoes que levam de
A a R correspondem a uma matriz invertivel E, produto de matrizes
especiais, de modo que R = EA.

Como E é invertivel, corresponde a um isomorfismo Tg: K™ — K™,
entdo os espacos linha e coluna de R tém as mesmas dimensdes
daqueles de A.
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Porém, em R:
» as linhas n3o nulas so LI entre si (compare posi¢cdes dos pivos);

» as colunas com pivos sdo LI entre si (ditto) e geram aquelas
sem pivo;

> portanto, o posto é o niimero de pivés e é < m, n.
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Nulidade

E a dimens3o de Nuc(T4) e é < n. Entio:
> T4 éinjetora < A tem nulidade zero.
» posto + nulidade = n.

(Prova: dimIm T4 4+ dim Nuc T4 = dim K".)

Cuidado: nulidade sé é nimero de linhas nulas na forma reduzida
para matrizes quadradas.
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Note:
x€Nuc(Ta) © Ta(x) =0 Ax=0< Rx =0

(porque E é invertivel).
Ent3o Nuc T4 é o espaco de solucdes de Rx = 0.

Essa forma j4 facilita descrever a solugdo por adigdo reversa (e achar
base).
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Corolario

Para A quadrada (m = n), equivalem:
(a) Aslinhas de A s3o LI.
(b) As colunas de A s3o LI.
(c) O posto de A é n.
(d) A é invertivel (ndo singular).
(e) A nulidade de A é zero.

Demonstragdo: (c) < (e) & Ta injetora & Ty bijetora < (d).

(a) < (c) < (b) pelas definicdes de espaco linha e coluna.
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Hiperplanos e funcionais lineares

H4 uma conexao profunda entre hiperplanos e funcionais lineares,
que exploraremos aqui.

Os funcionais lineares também tém uma teoria bem desenvolvida e
aplica¢des, que ndo veremos no todo.

Seja V' um espaco vetorial sobre K.
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Definicoes

Um hiperplano é um subespaco préprio . maximal de V/,'isto é, é um
subespaco H tal que nao existe subespaco entre H e V:

HCWCV=W=HouH=V

Um funcional linear é uma transformacao linear f: V — K.
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Exemplos

Os hiperplanos de IR? e IR® s30 as retas e planos, resp., passando
pela origem.

Todo nicleo de funcional linear n3o trivial € um hiperplano e reci-
procamente.
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No espago L(/) das fungGes integraveis sobre o intervalo /, temos o
funcional

o /Igo(t) dt.

A valoracao
i KPS K, fi(p) = p(x),

que calcula ¢: D — K em x € D fixo, é funcional linear.

Justificaremos esses exemplos'com as préximas proposicoes.
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Propaosicao

Para dimVV = n >'1, finita: Os hiperplanos s3o os subespacos de
dimensdao n—1.

Argumento: Seja W subespaco de V' e Bj base de W. Estenda B;
a uma base B de V.

Se |B1| < n—2 entdo existem v, u € B~ B distintose W = [B1] C
[B1,v] € [B1,v,u]l C V.

Se |Bi| > n—1 entdo (Vv ¢ W) [By,v] = V.
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Proposicao

Para 'V #£ 0: Os hiperplanos sdo os ntcleos dos funcionais lineares
nao nulos.

(1) Suponha H hiperplano e v € V. ~. H. Tome B; base de H:
entdo By U {v} é base de V pela definicdo: H C [B,v] C V.
Defina f: V — K linear via f|g, = 0 e f(v) sendo escalar ndo nulo
de sua escolha. Entao

Nue(f) ={xe V| f(x)=0}=

={x € V| x ndo tem componente em v } = H.

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



(2) Dado funcional linear f # 0, entdo Nuc(f) # V. Se Nuc(f) C
W C 'V com W subespago, fixe v.€ Wi~ Nuc(f). Dado x € V,
mostraremos que x € W: temos

f(x«%-v)zf(x)—??\j%-f(v)zOé
= x— ;8 v e Nuc(f) © W,
mas ;E)‘;; -v € W, entdo a soma x € W.
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Espaco dual

E o conjunto V* dos funcionais lineares com as opera¢des usuais, ou
seja, L(V,K) com adi¢do e multiplicagdo por escalar ponto a ponto.

A notacio varia entre autores e com V.
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Base dual

Fixe uma base B de V e defina, para cada v € B, o funcional

0 sex#v,

viiV = K vig(x) =
1 sex=v.

(Lembre que transformag3o linear pode ser definida sé pela base.)

Forme o conjunto B* = {v*| v € B}.
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Proposicao
B* é linearmente independente.

Para tanto, suponha aivf + ... + apv;, = O para vq,...,v, € B
distintos.

Entso (V))
0=> avi(y) =) aid; =3,
i=1 i=1

de modo que todos a; = 0.
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Proposicao
Para dim V finita: B* é base de V*, donde dim V* = dim V.

Basta gerar V*: dada f € V*, para cada v € B temos f(v) € K.
Como B é finita, podemos calcular f; = > g f(v)-v* € [B*].
Vamos mostrar f = f1.

Ooul
Para x € B: fi(x) = 3 eg f(v) - V%) = f(x). Note: £(v) éa

coordenada de f no vetor v* de B*.
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Escolio
Para dim V qualquer: B* € base de { f € V* | f(v) = 0 para todos,

exceto n? finito, v € B }.

Exemplo classico
Tome V = K[t] e a valoragdo f(p(t)) = p(1).

Com a base canénica B = {1,t,t2,...} temos (Vp € B) f(p) = 1,
logo, (Do) g ait’) = >0 aj.

Se f € [B*], digamos f = > \;(t')*, suponha N o maior grau:
entdo 1 = F(tNT1) = S Ai(t)*(tN*1) = 32 A0 = 0, absurdo.
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Transformacao transposta

Para V, W espacos vetoriais sobre K e T: V — W linear.

Note:
geW VL WEK= (goT)e Vv~

Defina T': W* — V* Ti(g)=go T.
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Proposicao

Tt é linear.

Suponha a,b €K e g, h € W*: queremos mostrar
T'(ag + bh) = aT*(g) + bT(h),

ou seja, queremos mostrar

(ag+ bh)o T =a(goT)+ b(hoT).
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Seja x € V arbitrario: entdo

[(ag + bh) o T](x) = (ag +bh)(T(x)) =
= ag(T(x)) + bh(T(x)) =
=a(g o T)(x) + b(ho T)(x) = [a(g o T) + b(ho T)](x).
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Proposicao
Para dim V/, dim W finitas: Sejam B, C bases de V/, W resp. Ent3o
t
[Tt] c*.B* ([T]B,C) >

no lado direito sendo transposta de matriz.

Para demonstrar, escreva: B = {v;}, B* = {v*}, C = {w;}, C* =
{w} e [Tcr = = [ay]
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A j-ésima coluna de [T*]c g+ é (T*(w; ))B* cujo i-ésimo elemento
ajj € a coordenada de T*(w}) no vetor v’ de B*.

Como B* é a base dual a B, temos essa coordenada:

ajj =(T"(w))(vi) = (w] o T)(v;) = wj"(T(x)).

Escrevendo T(v;) = > brwg, vem:
T( VI Z ka k - (23371

entdo a; é a j-ésima coordenada de T(v;), donde aj; é a j-ésima
linha da i-ésima coluna de [T]g, c.
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Determinantes

Tépicos

» Concepgdo como volume orientado.
» Propriedades e métodos de calculo.
» O determinante de operador linear.

» Bases orientadas.
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Definicao

S3o fungdes My, (IK) — K com diversas propriedades e aplicagdes.

Introduzi-las-emos para calcular volumes orientados em IR".
Volume orientado (ou “com sinal”)

(Figura na lousa.)
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Paralelepipedo gerado

Seja V espaco vetorial sobre R com dimV = n e fixe xg,.+.,Xm €
V.

O paralelepipedo gerado por esses vetores é
P(x1,....,xm)={aix1+...+amxme V| (Vi)0<a <1}

(Figuras na lousa:)
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Fixe uma base B = {v4,...,v,} de V e uma ordem entre os ele-
mentos da base.

Queremos definir o volume de P(xi,...,Xxn) em termos do volume
de P(v1,...,Vvy) fixado como uma unidade.
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Para ‘tanto, desejamos:

» Se m < n entdo vol P(xy,...,Xn) =0 porque P é uma lamina
sem altura.
» Se dim[x1,...,Xxm] < n entdo vol P(xi,...,xm) = 0, pelo

mesmo motivo.

Portanto, fixamos - m = n.
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Ent3o, desejamos:

> X1,...,Xp s30 LD < vol P(xy,...,x,) = 0, pelo mesmo mo-
tivo.

» Multilinearidade (figuras na lousa):

VOLP(X1, ..., Xk Xy - - -y Xn) =VOIP(X1, ..., Xyt Xp)
+ VOl P(X1, -y Xy - -+ 5 Xn)

e também
Vol P(x1, o e oy AXk, -« s Xn) = Avol P(X1, o, XKy« -« s Xn)

(se ndo quiséssemos sinal, A sairia em mdédulo).

» vol P(vy,...,v,) = 1.
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Teorema

Existe uma unica fun¢do vol (da familia de paralelepipedos a IR) que
satisfaz essas trés condicoes. Além disso, existe uma tnica funcio
det: M, xn(K) — K tal que (com K =R)

vol P(xi, x2, ..., xp) = det[(x1)B|(x2)&]| ... |(xn)B]

N3o demonstraremos esse teorema.
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Corolario

det éa funcdo volume para IR" com a_base candnica ordenada
{e1,...yen} como usual e vetores listados em colunas. Assim, det
também satisfaz:

» para A € M,xn(IK), as colunas de A sdo LD (entdo A n3o é
invertivel e as linhas de A sdo LD) < det A = 0;

» det é multilinear em suas colunas (nas linhas também, cf. abaixo
para transposta);

» det/ =1, onde / é a matriz identidade (colunas e; em sequén-
cia).
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Vejamos outras propriedades do determinante e maneiras de calcu-
la-lo. . .

N3o justificaremos varias delas:

Regras de Sarrus

Cuidado com produtos de diversos sinais!
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Formula de Leibniz?

n

det[ajjilicij<n = Z e(a) H dio (i)

o i=1
onde a soma é feita sobre todas as bije¢des o: {1,...,n} — {1,...,n}
e £(0) = (—1)N onde N é o nimero de pares i < j tais que

a(i) > a(j).
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Essa formula é a definicdo algébrica de determinante, para qualquer
IK, e permite muitas demonstra¢des.

Algumas consequéncias:
» det A = det A;

» det(AB) = det A-det B (para ambas A, B quadradas de mesma
dimens&o);

» det(A71) = (det A)~! (para A invertivel).
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Por recursao ()

det[)\]lxl =\

n
det A =" (—1)""a;; det A== ou
Jj=1

n
= Z(—l)’—woa,jo det Aifo
i=1

onde ig ou jo € fixo (“ao longo de uma linha ou coluna”) e A; € a
matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de A eliminando-se a linha i e a
coluna j.

Usa-se, entdo, a linha ou coluna com mais zeros.
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Consequéncia: Se A é triangular superior ou inferior, basta multipli-
car os elementos da diagonal principal (por indugdo em n):

all *

a2

Mais geralmente, vale a decomposicdo em blocos:

as3

Apxp

det

ail

*

*

a2

a33

n
=1
i=1

=detAxdetB X ...
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Por escalonamento

Toda matriz escalonada é triangular (potencialmente com varias en-
tradas nulas na diagonal).

Dada A, seja Aj obtida por eliminagdo gaussiana com N permuta-
¢Bes de linha e sem normalizacio dos pivés (42 passo).

Entdo det A = (—1)Vx produto da diagonal de A;. (Dos métodos
listados, este é mais eficiente em geral e pode ser mais simplificado.)

Isso porque, dasmatrizes elementares, det P;; = —1 e det /\/I,-’\AS,-J-I\/I,-’\ =
det Sjj = 1, enquanto A; = EA com E produto dessas matrizes.

De fato...
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Efeito das operacoes elementares

» Permutac3o de linhas (ou de colunas) inverte o sinal do deter-
minante.

» Multiplicagdo de uma linha (ou coluna) pelo escalar A multiplica
o det. por A.

» Multiplicacdo de toda a matriz n x n por A multiplica o det.
por A".

» Adi¢do, a uma linha (ou coluna), de uma combinag3o linear de
outras linhas (ou colunas) n3o altera o det.
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Determinante de um operador linear

Sejam T: V= V transformac3o linear e By, By bases de V.

Entdo [T]g, 5 s3o quadradas e

[T]Bzﬂz — [/]31732 : [T]BLBl ' [1]52731'

(Note mesma base em cada [T] e a transformag&o identidade /.)
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Mas [/, B, = ([I]BLBZ)_I, entdo:

det[T]Bz,BQ — . det[T151,81 . dEt[/]Bg,Bl — dEt[T]Bl,Bl~

1
det[/]BLB1

Portanto, o determinante da matriz do operador independe da base
(contanto que seja a mesma para argumento e imagem) e é chamado
“determinante do operador”.
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Orientagao.de base (sobre R)

Em GA, diz-se que By, B, tém a mesma orientacio se det[l]g,.B, >
0.

Exercicio

Mostre que “ter a mesma orientacdo” é uma relacdo de equivaléncia.
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Produto interno, norma e ortogonalizacao

Topicos

» Abstracao de angulo.

v

Abstragao de magnitude.

v

Construcdo de bases ortonormais.

v

Transformacgdes que preservam angulo e magnitude.

v

NocGes de distancia e continuidade.

v

Otimizac3o por minimos quadrados.
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Produto interno

O produto interno é um modo de definir e medir dngulos entre ve-
tores. Mais uma vez nos inspiramos na Geometria Analitica.

H4 vdrias notagbes: (x|y), (x,y), x ® y etc.

Para niimeros complexos, indicaremos o conjugado com x:

A =R\ +iS(\)
A =R(\) — iS())

Trabalharemos com V espaco vetorial sobre K.
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Definicao
Um produto interno sobre V é uma funcio V2 — K satisfazendo:

>

x+uly)=(x]y)
yIx+u)=(ylx)

+ &
E
3
[¢]

» (Ax]y) = A*(x|y) (cuidado!) e
x|Ay) = A(x|y) (varios autores invertem a conjugagdo!);

{
{
{
{
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> (x]y) = (y|x)* (esta propriedade permute deduzir as 22 linhas
acima);

» (x|x) é real estritamente positivo quando x # 0.
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Exemplos

No espaco euclideano K", dados A\1,...,A; > 0, pomos:

{xly) = Z/\X Vi

onde x;, y; sdo as coordenadas de x, y.

Com todos A\; =1, é o produto candnico.
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No espaco L(1, K) das fungBes integraveis sobre um intervalo /, com
valores em K, pomos:

(Flg) = / (F(1))&(2) ot

/

candnico desse espaco.
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Propriedades
» (0]x). =0 e (x]0) =0.
» (x|x) =0 x=0.
» Para vetores x;,y; € V (ndo coordenadas!) e a;, b; € K,

<Z ajx; ijyj> =D > aibilxily).
i=1 =1

i=1 j=1

Exercicio: Deduza essas propriedades a partir dos axiomas.
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Espaco normado

E V sobre IK munido de uma funcdo V. — IR chamada norma e
satisfazendo:

> ||x|| =0 para todo x e
x| =0« x=0;

> ||x+y| < |Ix][+|lyll (desigualdade triangular: figura na lousa);

> A= AL ]l
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Nos espagos -normados, emerge uma medida natural de distancia:
d(x,y) = [x =yl
Mostre que, entdo:

» d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdade triangular para dis-
tancias);

> [Ixf= ] < e+ vl il + Dyl

Vamos relacionar a norma com o produto interno. . .
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Proposicao

Todo produto. interno origina uma norma via || x|| = /{x|x).

Exercicio

Demonstre a “regra do paralelogramo

Ix + y I + lIx — ylI* = 2||x]|* + 2l|y||*.
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HOO

com igualdade < {x,y} é LD.

017 VCL
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Angulo-e ortogonalidade

No caso do produto real, como

SN

w1 e
[l llyl

para x,y # 0, definimos o dngulo entre eles como o arco cosseno
desse ndmero.

Em geral (K =R, C), chamamos x, y ortogonais (x L y) quando
{xly) = 0.
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Exercicios

Prove o Teorema de Pitagoras (K = R):
> [yl = 1Ix)1* =yl + 2 [yl cos®, ou também
> [x =yl = [Ix[* + [ly > = 2lIx][ly | cos 6.

Mostre que um conjunto de vetores n3ao nulos ortogonais entre si é
LI.
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Projecao

(Figura na lousa.) Sendo 6 o dngulo entre x e y, a projecao (escalar)
de y na diregao de x é

{xly)

proj, y = [ly|[ cos = S-==.
* ]|
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Note que

(Axly) = Axly) AT

roj L = = — proj, V.
PO = T Il o

Em particular, quando A > 0, as projecdes sdo iguais (a projecdo
depende apenas da orientagdo de x).

Usaremos isso com A = ||x||~1.
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Normalizacao

Um vetor x é unitdrio se ||x|| = 1.

Para normalizar um vetor # 0, divida-o pela norma: mostre que
X o
—— & unitério.

[Ix]
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Bases ortogonais e ortonormais
Suponha que B = {vi, v»,...} é base de V (finita ou infinita).
B

[ON

ortogonal se (vj|v;) =0 para i # j.

B é ortonormal se é ortogonal e cada ||v;|| = 1.

Exercicio

Se B é base ortogonal, mostre que
{ v
VI

é base (LI, geradora) ortonormal.

VEB}
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Vamos calcular as coordenadas de um vetor em B ortogonal:

X = Zajvj =
{vilx) = <

i) = > avilv) = ailvil?
_ N vl
:>X_2||VH2 i = Zp JVJ

No caso de B ortonormal, entdo, é sé omitir ||vj|.
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No caso de B ortonormal, para x = > a;v; ey = > bjv;, valem:
> (xly) = > ai bi;
> xll = v lail*
- dy) = VST B

Conclusdo: com B ortonormal finita, o isomorfismo V =2 K", x
(x)B, preserva também o produto interno, ou seja, (V,(|)dado) =

(K, {)can)

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Exercicios

Pratique as propriedades de produto e norma demonstrando essas
férmulas.

Suponha S C V e defina St = {x € V | (Vy € S)x.L y }. Mostre
que:

» St & subespaco de V;
» x Ly paracada x € [S]ey € St

» [S]® S+ = V no caso de dim V finita.
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Para obter [S]@® St =V, comece com uma base By de [S]; ortogo-
nalize-a para obter By; estenda B> a uma base B3 de V/; ortogonalize
B3 comegando pelos vetores de B, para obter uma base ortogonal
B4 de V.

Desse modo, By é preservada em By e By ~ B, é base ortogonal de
S+

Isso pode ser mostrado fazendo produto interno na decomposicido
de um vetor sobre Bj.
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Matrizes ortogonais—unitarias e
simétricas—hermitianas

Objetivo: identificar transformagGes lineares que preservam produto
interno (como no teorema a seguir).

Trabalharemos com K" com o produto candnico (x|y) = > x'y;.

Dada A = [aj], defina A* = [a}], ou seja, A" é a transposta conju-
gada (operador adjunto) de A.

Note (A*)* = A.
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Lema
Para todos x, y € K", valem (Ax|y) = (x|A*y) e (A*x|y) = (x|Ay).
Para demonstrar, calculamos:

n

(Axly) = <<Zaux,> ’(y,, 1> Z(zauxj> )=
Z Xjyi = ;xf ; ajyi etc.
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Teorema + Definicao
Suponha A€ M, ,(IK) (quadrada). Equivalem:

(a) A= = A* (chama-se A ortogonal no caso real e wnitdria no
caso complexo);

(b) (Ax|Ay) = (x|y) para quaisquer x,y € K";
(c) ||Ax|| = ||x|| para qualquer x € K";

(d) se||x|| =1 entdo ||Ax|| = 1;

(e) as linhas de A s3o vetores ortonormais entre si;

(f) as colunas de A s3o vetores ortonormais entre si.
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Vamos demonstrar. ..

(a=>b) (Ax|Ay) = (x| A"Ay) = (x| A~ Ay) = (x]y).

(b=ra) (x|(A*A—1)y) = (x|A*Ay) — (x]y) = (Ax|Ay) — (x|y) = 0.
Com x = (A*A—I)y, vem (A*A— 1)y = 0.

Como y é qualquer, vem A*A — | = 0.

Analogamente podemos'mostrar AA* = |.
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(b=>c) Por defini¢do: ||v|| = /(v|v).
(c=b

)

) Pelas identidades de polarizag3o.
(c&d) Calcule [|AFS

)

(b=f) A j-ésima coluna de A é Ae;j, com e; vetor da base candnica.
Ent3o <Aej]Aek> = <ej\ek> = Ojk.
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(f=b) Com x =) xjejey =) yrex vem

(AX|Ay) = X yi(Aej|Aer) = nyJ (xly).
J,k

(e<a) As linhas de A sdo as colunas de Af, mas:

At é unitaria & (A")7! = (AN
SATH = (A « At =A%
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Exemplos de matrizes ortogonais

v

Matrizes de mudanca de bases ortonormais.

v

Rotacdes no plano e no espaco euclideanos.

v

Produtos de matrizes ortogonais.

» Uso em simulador de véo.

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Definicao

A é hermitiana (autoadjunta) se A= A* (chama-se simétrica no
caso real).

(A ndo precisa ser unitaria.)
Proposicao
Para K = C: A é hermitiana < (Vx € €") (Ax|x) € R.

De fato, se A é hermitiana entdo (Ax|x) = (x|Ax) = (Ax|x)*, de
modo que (Ax|x) é real.

Usaremos matrizes hermitianas no tépico de diagonalizacdo.
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Continuidade

OO®SOG
2017 VCL
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Minimos quadrados

Objetivo: dados A = [aj]] € Mpnxn(R) e b€ R™, achar x € R" que
minimize a distidncia entre Ax e b (conforme exemplos).

Minimizar d(Ax, b) = |Ax — b|| equivale a minimizar

m n 2
() = 2 = 3 (Y- ag — )
=1

i=1
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Achamos os pontos criticos:
=232 o —w)on -
1=
n
:2<(alk,...,amk '(Zahxj 17...,Zamjxj—bm>>.
—r ;
j=1

k-ésima linha de A?

vetor coluna Ax — b
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Entdo xp € critico & (Vk) 2-(x0) = 0. Af(Ax —b) = 0 &
AtAxg = Afh.

Sistema a ser resolvido é (A*A)x = A’h.

Veremos depois que o ponto é de minimo e que existe de fato, mas
ndo é Unico.
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Exemplo de ajuste linear

Determinar a reta s = mt + k que passa mais préxima aos pontos

(pi,gi) com 1< i< N

Temos duas incégnitas m, k que formam x = (m, k) na notagdo

acima.

Ent3o queremos minimizar a distancia entre

P1
P2
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m
k
~——
X

(S

a1
a2

LaN |
~——
b



Temos

p1 1
Atp— |PL P27 PN p2 1 > P b
= . = N
1 1] | Ypi 2T
_pN 1_
e -
a1
Atp_ |Pr P2 | @2 > pidi
1 1o 1 : Yai
_qN_
entao
[ZP? Spi| m] _ [Zp;q;]
>pi N k > qi
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Se A!A for invertivel, podemos usar Cramer:

2. PiGi DoPi
= a9 N | NY pigi= (C ) a)
P b N3 pp = (3 pi)?
>opi N
e
S P X pidi
P 2P di _ (X pPCa) - () Pidi)
Y02 Yp NP7 — (X pi)?
>pi N

Essas sao as férmulas usuais dos livros-texto.
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Exemplo de ajuste parabdlico

Determinar a parabola s = at®> 4 bt 4 ¢ que passa mais préxima aos
pontos (p;;q;) com1 < i< N.

Formamos x = (a, b, ¢),

pf po 1 q
2
p; p2 1 a2
A = .2 . . e b = .
2 1
|Pn PN L | dN |
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Portanto,

pi P
ATA = p1 p2
1 1

Pn

PN |

P2

P1
p3

Pn
PN

an

> Y}
= |Xp TP
ZP,-z EP/

> p?qi
= | 2_piqi
Z qi

> p?
ZP;
1

Note que A'A é3x 3 e A'h é 3 x 1 (dimensdes independem de N).
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Notamos, nos exemplos, que AtA é matriz quadrada simétrica, o
que facilita seu célculo:

(ALA) = ATAT = ATA.
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Discussao tedrica
Determinamos um ponto critico Xp.

E ponto de minimo porque fun¢do distancia é ilimitada (ndo ha
ponto de maximo, nem de sela): de fato, A(Ax) = Ax para A
arbitrariamente grande.

N&o é dnico se A'A for singular (ndo invertivel).

Existe?
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(Figura na lousa.)

Para todo v € R”, temos

<AV’b — y0>em R™ = <AV|b 4 AXO)em R™ =
= (v|A*(b — Ax0))em R" = (V|O)em r" = O.

Entdo b — yp é ortogonal a todo o subespag¢o Im T4. (Note que v
terd a forma x — xp.)

Yo € o vetor projegdo ortogonal de b em Im Tp4.
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Se B ={vi,...,Vm} é base ortonormal de Im T4, entdo

m

Yo = (vilb)vi.

k=1
Ent3o yp € Unico determinado por b.

Xp existe porque yg € Im Tx.
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Xo € ponto de minimo também porque (Pitdgoras):

ly=bl1% = ly=yol*+lyo=blI* > llyo—bl[* = [[Ax—b]| = |Axo—b.
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Quando A'A é invertivel? O que acontece?

Nesse caso, A% = (AtA)LA! é chamada inversa generalizada de A
e temos:

> ABA = (ATA)TL(AA) = I;

> yo = Axg = AA®b = A(ATA)"LAfh, sendo a matriz A(AtA) L A?
dita-de projecdo em Im Ty,

» se A ja é quadrada e invertivel, entdo A8 = ATL(AH)TIAL =
A1l exy=A"1b como esperado.
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Proposicao
At A é invertivel se e somente se as colunas de A s3o LI.

(=) Se as colunas de A sdo LD, existe combinagdo linear nula ndo
trivial delas: os escalares formam um vetor x € R”, x # 0, de modo
que Ax = 0 em R™. Entdo A*Ax = 0, de modo que as colunas de
AtA sio LD e A'A é singular.
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(=) Assuma que as colunas de A s3o LI, entdo (como acima) (Vx #
0) Ax # 0.

Suponha, porém, algum x tal que (A*A)x = 0, ou seja, Af(Ax) = 0.
Ent3o Ax é ortogonal a cada linha de A* (definicdes dos produtos
matricial e interno candnico), ou seja, Ax é ortogonal a cada coluna
de A.

Assim, Ax € (esp. coluna de A)", embora Ax seja combinacio li-
near das-colunas de A, ou seja, Ax € (esp. coluna de A).

Portanto Ax 1 Ax, o que impoe Ax = 0, contradic3o.

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Autovalores

Topicos

» Autovalores e autovetores.
» Diagonalizagao.

» Cadeias de Markov.
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Defin

\6.
mz

Trabalharemos com A € M, ,(C) (quadrada) e a base candnica de
c".

Neste curso, a principal utilidade dos autovalores serd a diagonali-
zacdo de matrizes.
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Definicao

A € C é autovalor (valor proprio) de A se existe x € C", x # 0,
tal que Ax = Ax (ou seja, a multiplicagdo por A é simplificada pela
multiplicagdo por \).

Note que A0 = AO sempre, entdo requeremos a existéncia de x # 0.

Podemos ter A = 0.
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Definicao

Para um autovalor )\, todo x satisfazendo Ax = Ax é chamado
autovetor (vetor proprio) de A correspondente a \.

Note que o vetor 0 sempre é autovetor.
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Proposicao

Os autovalores de A s3o as raizes de P(t) = det(A — t/), onde | é
a matriz identidade n x n.

Esse polindmio é (—1)"det(t/ — A). O polindmio caracteristico

det(tl — A) é sempre ménico, isto é, tem coeficiente de maior grau
1.

Prefira o que for mais facil de calcular, com cuidado com os sinais.
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Demonstracao
Note a equivaléncia entre afirmacbes consecutivas:
)\ € autovalor
< (Ix #0) Ax = Ax

< (3x #0) (A— Al)x = 0 (em que é preciso ter | para operar
com A)

< (3Ix #0) as coordenadas de x s3o escalares de uma combinagdo
linear nula (ndo trivial) das colunas de A — A/

< A — Al € singular ou ndo invertivel (porque é quadrada)
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Exemplo do Prof. Jer6nimo

1 =2 0
A=|[-2 =
0 0

=P(t)=|-2 1-t 0 |=

0 0 3—¢
=(1=t)’(B3—t)+0+0-0-0—-4(3—t) = (3~ t)(t? —2t—3) =
= t3=5t>-3t—9

com raizes 3 dupla e —1 simples.

Esses sdo os autovalores (guarde suas multiplicidades).
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Encontrar os autovetores usando Ax = A\x:

1.-=2.0 X X X =2y 3x
-2 10| -yl =3 |yl =|=2x+y| = |3y| =
003 z z 3z 3z
-2y =3
)2(+y 3X {—2X—2y:0
=¢ —2x+y=3y = >y=—-x=
- y =40
35— 3% —2x—=2y
X X 1 0
= |ly|=|=x| =x|-1| +z |0
z z 0 1

(Note a dimensdo 2 igual a multiplicidade: ndo vale sempre.)
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1.=-2.0 X [ x X=2y —X
-2 1 yl==1lly|=|-2x+y| = |-y| =
0 3 z |2 3z -z
X —2y = =x 2x =2y =10
=< —2x+y=-y = M:ﬂi{iiy:
3z=—z 2z=0
X X 1
= |yl = |x| =x|1
z 0 0

(Note a dimensdo 1 igual a multiplicidade: ndo vale sempre.)
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Exercicios de EDQO na Graduacao

Calcule os autovalores e autovetores destas matrizes:

e e e B
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Exercicio

Mostre que A e A' tém os mesmos autovalores com as mesmas
multiplicidades e, de fato, o mesmo polindmio caracteristico.

Construa um exemplo em que os autovetores, porém, sio diferentes.

O que acontece com A*?

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Observacoes
det(A) = P(0) é o coeficiente constante de P(t).
E (—1)" o coef. constante do polindmio caracteristico (mdnico).

s

E (—1)" o produto dos autovalores (repetidos com multiplicidades)
(relagdo de Girard).
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Também se mostra relacdo entre a soma dos autovalores e o traco
de A.

Se A é triangular (inclui diagonal), entdo as entradas na diagonal
sdo os autovalores (pelo cdlculo de det(A — tl)).

Para uma R quadrada n x n, tanto A como R~!AR tém os mesmos
autovalores com as mesmas multiplicidades. De fato:

det(R7AR—tl) = det(R=1AR—R'tIR) = det(R"1(A=thR) = ...
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Definicao—Exercicio
Para A autovalor de A, mostre que
Auta(A) = {x e C"| Ax = Ax }

é subespaco de C”, chamado espaco prdprio ou autoespaco de \.
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> Au (1,-1, 1) ].

> Aut(—1) =[(1,1,0)].

2017 VCL
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Proposicao

Sejam A1, ...y Ak autovalores distintos de A e x; € Aut(;). Se
>~ x;i = 0'entdo cada x; = 0.

Assim, escrevemos Aut(A1) @ ... & Aut(Ak).

Demonstraremos por indugdo em k > 2.

Caso k=2 x1+x=0= A(Xl —I—X2) =0= Aix3 + doxo =0,
#0

maSX2:—X1:>>\1X1—)\2X1:0:>M1:0$X1:0$
X2:0.
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Caso k > 2:

Yoxi =0=AD_x) =0= Y A =0= > \ixpi=0 =
A1x1 + Zi;él Aixi =0 = AM(=x2 —x3 — ... = xk) + Zi;&l XiX; =
0= > 21(X — A1)xi =0, mas cada (A\i = A1)x; € Aut(};) que é
subespaco.

£0
Pela hipétese de inducdo para k—1, cada M,- =0=x#0
para cada i # 1. Também x; = 0 pela soma inicial nula.
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Corolario

Autovetores nao nulos de autovalores distintos sao L.

Para tanto, dada uma combinagao linear nula deles, aplique a pro-
posicdo aos multiplos (x;) deles, que também s3o autovetores e cuja
soma é 0.

Conclusao

Se cada B; é base de Aut()\;), entdo By U...UBy é base de Aut(\1)®
... B /—\ut()\k).
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Diagonalizacao

Trabalharemos com A € M, »(C) (quadrada) e a base candnica de
C" sobre. C.

Objetivo é anular o maximo n2 elementos fora da diagonal de A,
para facilitar calculos e interpretacdes. Por exemplo:
A1 0 Ak 0
» Se A= , entdo Ak =

0 X, 0 )

n

> Se A é matriz de um sistema de EDO de 12 ordem e ¢ diagonal,
entdo 0s eixos representam equacgdes independentes.
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Definicao

A é diagonalizvel se existe R invertivel tal que D = R 'AR ¢
diagonal.

Teorema

A é diagonalizavel se e somente se A tem n autovetores LlI.

A demonstracao se constituird em método para diagonalizar.
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Sejam vi,..., Vv, autovetores LI de A e seja \; o autovalor corres-
pondente a v;. Forme R = [vi -~ vn] com os vetores em colunas:
entdo R € invertivel e

AR = [Av, .- Av,,]:[Alvl )\,,v,,}:
A1 0
-
0 An
A1 0
(Compare com [vl v,,} que bagun¢a tudo.)
0 An
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Reciprocamente, se

e v; é a i-ésima coluna de R, entdo Av; = \,v; etc.

Corolario

Se A tem n autovalores distintos, entdo A é diagonalizavel.
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Exemplo

Para
1 -2 0
A= |-2 1 0},
0 0 3

calculamos autovetores (1, —1,0), (0,0, 1) (do autovalor 3) e (1, 1,0)
(do autovalor —1), que sdo LI entre si.

Ent3o
1 1
10 1 1o 30
R=1-1 0 ., RR'=1]0 o0 1| e D=0 3
1 1
01 1 1o 00 -1
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Vamos aplicar calculando A3:

D=R AR = A= RDR = A = (RDR"Y)(RDR™Y) ...
1 0 1] [3%0 ¢ 0
= RDRY= |_1 0 1|-| 0 350 0
0100 0 (=1)50
143500 13500

2 2
¥ 1 _3500 1+3500

o O
L 1 N~ O N

NiR O NIR

2
0 0 3500
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Notas

R é uma matriz de mudanca de base: R~ leva coordenadas na base
candnica a base em que T4 tem matriz diagonal (simples contra-
¢do/dilatacdo/reflexdo independente em cada eixo).

A pode ser real, mas somente diagonalizdvel com R e/ou D com-
plexa!
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Definicao
Seja A autovalor de A:

» A multiplicidade algébrica ma(\) é sua multiplicidade como raiz
de P(t).

» A multiplicidade geométrica mg(\) é dim Auta()).
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Estenda uma base B de Aut(A) a uma base B; de C" listando B no
inicio. Entdo

A

[TA]BI =

0 *

(onde o bloco superior esquerdo é |B| x|B]).

Portanto P(t) tem um fator (A—t)/8!, donde mg(X) = [B| < ma(}).
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Corolario
A é diagonalizavel

< sendo \; seus autovalores distintos para 1 < i < k, vale

k
C" = P Aut(N)
i=1

< mg(Ai) = ma()\;) para todo 1 < i < k.
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Exercicios de EDO na Graduacao

Quais destas matrizes s3o diagonalizveis? Diagonalize as possiveis:

] o e o v
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Diagonalizacao de matrizes hermitianas

Assumiremos A hermitiana, ou seja, A* = A. E o caso de matrizes
reais simétricas.

Lema A

Os autovalores de A sao reais.
Para demonstrar, escreva Ax = Ax com x # 0. Ent3o:
» (Ax|x) = (Ax|x) = A*||x||? e também

> (Ax|x) = (x|Ax) = (x|]Ax) = AlIxIP?

donde \* = \.
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Lema B

Se x # 0.é autovetor de A, entdo (Vy L x) Ay L x.

Escreva Ax = Ax, entdo: (Ay|x) = (y|Ax) = (y|Ax) = A(y|x) = 0.

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Lema C

Se A, pu-sdo autovalores distintos de A, entdo Aut(A) L Aut(pu).

Suponha x, y autovetores de A, resp.: queremos (x|y) = 0. Cal-
cule (Ax]y) de dois modos:

> (Axly) = (Axly) = A(x]y) (porque A € R) e
> (Axly) = Ax|Ay) = (x|uy) = ulxly).

Como A # u, é preciso (x|y) = 0.

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



Propaosicao
Existe uma base ortonormal de €C” formada por autovetores de A.

Por inducdo em n: para n = 1, tome x qualquer autovetor ndo nulo
e normalize.

Para n > 1, tome x qualquer autovetor n3o nulo unitdrio e note que
o subespaco x* = {y € €" | y L x} tem dimensdo n — 1. Pelo
lema B, A.induz Tx: x+ — xt.

Veja método pratico depois.
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Teorema Espectral

Existe matriz unitdria U (isto ¢, U1 = U*) tal que U*AU é diago-
nal.

Este resultado é usado em FVV, juntamente com a préx. prop.
Para demonstrar, a prop. anterior mostra que A é diagonalizavel.

Sendo B a base normalizada, como antes forme U com os autove-
tores em colunas, entdo U 1AU é diagonal.

Porém, U*U é a matriz de produtos respectivos de linhas de U* com
colunas de U, isto é, produtos internos de colunas de U (conjugado
é usado no 1° fator) por colunas de U.

Como B é ortonormal, U*U = | e entdo U* = U~ L.
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Método para obter U

Como provamos A diagonalizivel, temos C" = Aut(A1) & ... &
Aut()\k).

Tome B; base de Aut();) e ortogonalize-a com Gram-Schmidt, de-
pois normalize-a obtendo B;.

Como Aut(\;) é subespacgo, o processo resulta em novos autovetores.
Pelo Lema C, todos os autovetores sdo.ortogonais-entre si.

Assim El U... Ek é base ortonormal de C".
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Exemplo

-1.. 0 3
A= 0 —4 Q| realsimétrica
3 0 -1
Autovalores:
—1-—t 0
P(t)y=| 0 —4—t 0 |=(1+t)*(=4—t)=9(=4-t)=
0 —1—t

=@+ )9 -(1+t)2)=@+1)2-t)(4+1t) =

raizes —4 dupla e 2 simples.
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Autovetores para —4:
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Os autovetores (1,0, —1) e (0, 1,0) ja sdo ortogonais (coincidéncia).
Caso n3o fossem, usariamos Gram—Schmidt:

Normalizando: (%,0, —%) e (0,1,0).
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Autovetores para 2:

-1 0 3 X X
0 -4 0| |y|=2|y|=
3 0 -1 z z
—x+3z=2x —3x+3z=0
= —4y =2y = —6y:0:>{Z:X
3x —z =2z 3x—3z=0 B
X X
= |yl = 10| =x
z X
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O autovetor (1,0, 1) é ortogonal com os anteriores, pela 12 propo-
sicao.
Caso houvesse mais, usariamos Gram—Schmidt para obter ortogonais

entre si.

Normalizando: (
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Entao

1l 9 L Y ) R
V2 V2 V2 /3

U= 0 1 0|, Urr=U'=|0 1 o0
=1l g L 1 0 L
V2 V2 V2 V2

4

e D= 0

0

Temos D = U'AU e A= UDU".
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Nesse exemplo, pudemos conduzir todas as contas em R.
Proposicao

No caso de A real simétrica, cada autovalor tem um autovetor n3o
nulo real.

Para tanto, escreva Ax = Ax com x = u + iv # 0 sendo u,v € R".

Entdo Ax = Au + iAv com Au,Av € R" e Ax = Au+ iAv com
Au, Av € R".

Concluimos que Au = Au e Av = Av. Mas u # 0 ou v # 0 porque
x # 0.
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Trabalhar diretamente com os autovetores assim obtidos pode n3o
funcionar.

Porém, todas as demonstracdes (Lemas A, B, C, Proposicdo e Te-
orema Espectral) passam-a funcionar em-IR” sobre IR, assim como
Gram—Schmidt e normalizacio.

Consequéncia

Desse modo, obtém-se U real ortogonal e Ut AU é diagonal.
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Cadeias de Markov

Objetivo-é estudar situacdes de market share, por exemplo:

> Empresas detém fatias do mercado e consumidores migram de
um produto a outro.

» Uma doenca se espalha na populacdo e pessoas adoecem, saram
ou-morrem.
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Uma cadeia de Markov consiste de:
> estados ou vértices 1,2,...n;
» uma unidade de tempo, periodo ou ciclo;

» para cada /i,j € {1,...,n}, a proporcdo Pj; do estado i que
migra para o estado j.
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Por exemplo, Pj; é a probabilidade do consumidor trocar o produto
i pelo produto j ao fim de cada més.

Podemos ter P;; > 0 (o produto retém alguns consumidores) ou n3o.
Porém, ¢ exigido sempre que todos P; > 0.

Também se exige > "

=1 Pjj =1 para cada i.
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Vetor de distribuicao ou probabilidades

E x =(x3,..+,%p) indicando que hd x; individuos no estado i/, no
inicio de um ciclo ou periodo.

N3o hd razdo, nem garantia que cada x; seja inteiro, entdo se usa
medida continua (ex.: biomassa), propor¢do ou probabilidade.

Requeremos Y 7 ; x; = N, onde N é constante (geralmente 1) e
cada x; > 0.
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Matriz de transicao (matriz estocastica)

Comecgando com x, ap6s um periodo teremos no estado k:
n
> xiPik
Jj=1

(soma dos produtos: total que havia em j, vezes propor¢do que
migrou de j para k).

Essa é a k-ésima linha do vetor coluna Ax, onde
A= [Pu]*

(note transposi¢cdo).
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Ou seja, para formar A, em cada coluna liste as proporcSes de saida

do estado correspondente:

Prl
Pr2

Prn

< prop. de r a'l
< prop-de r a2

< prop.deran

» Todas as entradas s3o > 0 e A é quadrada.

» Cada coluna tem soma 1.

» Cada linha lista as proporcdes de entrada no estado correspon-

dente (ndo'soma 1).
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Nota

Muitos autores trabalham com x linha e xA*; tudo aqui ficard trans-
posto!

Lema de preservacao

Se x satisfaz Y x; = N e cada x; > 0, entdo y = Ax também
satisfaz Y y; = N e cada y; > 0.

De fato, >, yi = >_;; xiPji ZXJEfP" > ix = Ney =
225 Aipxi = 2 Pjixj = 0.
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Corolario

Por inducdo, AKx é vetor de distribuicio para o mesmo total, para
qualquer poténcia k.

Corolario

Produtos e poténcias de matrizes de transicdo também s3o matrizes
de transicao.

Para tanto, sejam A, B matrizes de transicdo. Cada coluna B; de B
€ um vetor de distribuicdo com total 1. Entdo AB; € um vetor de
distribuicdo com total 1. Mas essa é a j-ésima coluna de AB. Entao
AB é matriz de transi¢3o.
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Vetor estavel ou estacionario

E x tal que Ax = x (autovetor com autovalor 1).

Descreve ponto fixo da cadeia, em que os totais nos estados sdo
constantes, apesar de trocas de individuos.

(Reveja “equilibrio” em sistemas de EDO como um tema afim.)
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Para existir x estdvel, é preciso que 1 seja autovalor de A, ou seja,
P(1) =0, isto é, det(A — 1) = 0.

Nesse caso, para achar x, resolva o SPI (A—1)

x = 0 com condicdes
adicionais xy +...+x,=Nex; >0,..., x, > 0.
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Porém, temos. informac3o adicional:

Teorema

Toda matriz de transicao tem autovalor 1 e este é seu maior auto-
valor em médulo.

A seguir, demonstracdo devida a Mike Spivey. ..
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As somas das colunas de A s3o 1, ent3o

) AL ),

donde

e vé-se que A’ tem autovetor com autovalor 1, de modo que A
também.
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Suponha -\ autovalor de A, sendo A*x = Ax com x # 0.

Cada linha de At soma 1, ent3o a i-ésima coordenada de Afx tem
a forma > Pjjxj = Ax; com > Pjj = 1.

Desse modo, |Ax;| < 32, Pjjlxjl.

Escolha i de modo que |x;| é maximo dentre |xi|,...,|x,|, entdo

X,'#Oe
- Ixi| < ZP:J!XJ! > Pilxil = |xil,
J

donde |\ <1

Algebra Linear @®®® 2016-2017 Vinicius Cifi Lopes



OO
2017 VCL

Algebra Linear ®®®G 2016-2017 Vinicius Cift Lopes



	Introdução
	Referências
	Contexto matemático

	Matrizes
	Revisão
	Escalonamento (em linhas)

	Espaços vetoriais
	Espaços vetoriais
	Subespaços
	Combinações lineares

	Bases e dimensão
	Dependência e independência lineares
	Bases

	Transformações lineares
	Conceito
	Núcleo e imagem
	Matrizes e transformações lineares
	Espaços linha e coluna; posto e nulidade
	Hiperplanos e funcionais lineares

	Determinantes
	Definição

	Produto interno, norma e ortogonalização
	Produto interno
	Matrizes ortogonais–unitárias e simétricas–hermitianas
	Continuidade
	Mínimos quadrados

	Autovalores
	Definição
	Diagonalização
	Diagonalização de matrizes hermitianas
	Cadeias de Markov


